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Préface

Cet ouvrage présente les techniques utilisées pour la résolution des circuits
électriques et électroniques. 1l fait appel a la méthode des branches, a celles
des neeuds et des mailles, ainsi qu’aux théorémes de Thévenin et de Norton.
Les démonstrations sont étayées par des exémples choisis a la fois pour faci-
liter la compréhension et dégager les modes opératoires.

Les différents chapitres sont illustrés par 110 exercices corrigés qui font
souvent intervenir des schémas équivalents dynamiques de circuits électro-

niques.

Le livre s’adresse a un large public : éléves des classes préparatoires, étu-
diants en DEUG scientifiques, BTS et IUT ou préparant le CAPES ou l’agré-
gation de physique ; il sera également utile aux électroniciens qui désirent
actualiser leurs connaissances.






Avant-propos

Pour résoudre un circuit électrique, aussi complexe soit-il, il suffit, en théorie,
d’appliquer la loi d’Ohm et les deux lois de Kirchhoff (loi des noeuds, et loi
des mailles).

Cet ouvrage débute par I’étude de ces lois fondamentales : il insiste sur le fait
que la loi d’Ohm n’établit pas seulement une relation de proportionnalité
entre la tension et I’intensité du courant, mais détermine également les orien-
tations des fleches associées.

Les lois de Kirchhoff sont données a la fois pour des tensions et des courants
inconnus. Nous utilisons a cet effet des notations symboliques originales per-
mettant de les expliciter aisément. Nous expliquons pour quelles raisons il est
avantageux de transformer un réseau en ne conservant que des sources de ten-
sion ou de courant, suivant la nature des inconnues.

Les méthodes d’analyse sont ensuite présentées dans le cadre le plus simple
qui puisse s’envisager : celui des réseaux purement résistifs. Cette démarche
permet d’exposer la méthode des mailles, des noeuds, les théorémes de
Thévenin et de Norton a partir de connaissances treés élémentaires. Les
sources contrOlées linéaires, présentes dans les schémas équivalents dyna-
miques de composants actifs, sont volontairement introduites, afin de ne pas
masquer les difficultés qu’elles suscitent dans ’application des théoremes
précédents. Elles sont distinguées des sources indépendantes par des sym-
boles spécifiques.

Sans aucune difficulté mathématique, I’étudiant trouve alors a sa portée 1’étu-
de des schémas “réalistes”, et non plus seulement “didactiques”.

Lorsque les méthodes d’analyse sont ainsi assimilées, il ne reste plus qu’a les
étendre au régime permanent sinusoidal, en remplagant la notion de résistan-
ce ohmique par celle d’impédance complexe, aprés avoir défini I’inductance
et la capacité. C’est I’objet du dernier chapitre, au terme duquel 1’étudiant qui



Xiv Avant-propos

a su se familiariser avec la notion de signal complexe est en mesure de calcu-
ler des fonctions de transfert de systémes du premier et du deuxiéme ordre. I1
peut ensuite en représenter graphiquement les courbes de réponse sous forme
d’un diagramme de Bode en phase et amplitude, I’utilisation du décibel étant
acquise a cette occasion.

Cet ouvrage fait une trés large place aux exercices d’application, qui sont pré-
sentés par ordre d’intérét et-de difficulté croissant.



CHAPITRE 1

Notions de courant
et de potentiel

1 Notion de courant

1.1 Définition de l'intensité

Lorsqu’on étudie un circuit électrique, on cherche a déterminer a un
instant donné le débit des porteurs de charges dans un ou plusieurs conduc-
teurs, ainsi que le sens dans lequel ils se déplacent.

Pour ce faire, on commence par orienter les conducteurs du circuit en
définissant sur chacun d’eux un sens positif, choisi arbitrairement et matéria-
lisé par une fleche :

A i B
=0

Dans le conducteur AB, I’intensité i du courant, a I’instant t, est défi-
nie comme le quotient :
dq(t)

O==1

dq(t) représente la charge élémentaire (positive ou négative) qui s’écoule a
travers une section quelconque, entre les instants t et t + dt.

Dans cette expression, le signe de i(t) est déterminé a tout moment par
celui de la charge dq(t) et par le sens dans lequel elle se déplace. On peut en
effet envisager deux cas :

e i(t) est positif a ’instant t : ce cas correspond a un mouvement de charges
positives dans le sens du conducteur, ou a celui de charges négatives en sens
inverse.
o i(t) est négatif a I’instant t : ce cas correspond & un mouvement de charges
négatives dans le sens du conducteur, ou a celui de charges positives en sens
inverse.



2 1. Notion de courant et de potentiel

1.2 Sens conventionnel du courant

Par définition :

Le sens conventionnel du courant dans un conducteur est celui dans lequel
se déplaceraient des charges positives.

D’apres la discussion précédente, si a ’instant t :

e i(t) est positif = le courant conventionnel circule dans le sens positif du
conducteur.

e i(t) est négatif = le courant conventionnel circule dans le sens négatif du
conducteur. ’

Dans le systéme international, I’unité de charge électrique est le cou-
lomb (C), et I’unité d’intensité I’ampere (A).
‘1.3 Notations

La relation i(t) = dq(t)/dt montre que ’intensité d’un courant est une
grandeur susceptible de varier en signe et en valeur absolue au cours du
temps. Pour alléger I’écriture, on adopte la convention suivante :

e on représente par une lettre minuscule toute intensité susceptible de
varier au cours du temps.

e on représente par une lettre majuscule toute intensité constante au cours
du temps.

Les notations i et i(t) sont donc strictement équivalentes. Une intensi-
té notée I (positive ou négative) correspond a un courant continu.

2 Notion de potentiel

2.1 Travail de la force électrique

%
Une particule de charge q placée dans-un champ électrique E est sou-
mise a la force :

- -
F=qE
Lorsque la particule se déplace d’un point M de coordonnées x, y, z a

un point M' infiniment voisin, de coordonnées x + dx, y + dy, z + dz, le travail
de cette force a pour expression :

- - - -
dW= F.dr=qE.dr
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- -
ot dr représente le vecteur déplacement élémentaire MM', de compo-

santes dx, dy, dz.

_)
On démontre que le champ E en un point quelconque peut toujours
s’exprimer sous la forme :

du(x, y, z) —i>+ Ju(x,y, z) 7+ du(x, y, z) ]‘;}

Jx Jdy 0z

N
E(Xv Y, Z‘) =- {

oll u représente une fonction scalaire de x, y, z appelée potentiel électrique.
Si on admet ce résultat, on obtient :

_)
- q[%ng;ngq.[dmdy ; m’]

Ju Ju Jdu
Sq| Lax+Llay+ 24
q{&x X+8y yr dz Z}

dw

soit encore : dW

Le crochet représente la différentielle totale exacte de u, de sorte que :
dW =—-qdu

_,  Cette expression permet de calculer par intégration le travail de la force
F entre deux points quelconques A (x4, Ya, Zp) €t B (xg, yg, Zp) situés a une
distance finie ’un de I’autre :

B B
Wase = ISW='qI,{1u

soit : :
Wasp = qup - ug)

Le travail W4 _,p est indépendant du chemin suivi par la particule
pour aller de A a B ; il ne dépend que de la différence. de potentiel entre ces
deux points.

On remarque que dans le cas particulier ou les points A et B sont
confondus, le travail correspondant est nul ; de ce fait, le déplacement d’une
particule chargée le long d’un circuit fermé ne nécessite aucune dépense
d’énergie.

Dans le syst¢me international, les potentiels s’expriment en volts
(symbole V ; 1 volt = 1 joule / coulomb).
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2.2 Différence de potentiel et tension

Par convention, on associe a la tension entre 2 points, ou différence de
potentiel (en abrégé d.d.p.), une fleche destinée a faciliter les calculs et a lever
toute ambiguité quant au choix réalisé pour exprimer cette différence.

La fleche représente le potentiel de la pointe diminué de celui du talon.

Exemples :

La fleche associée a u pointe vers B : f‘ u »E’
u représente la différence u = ug — u,.

N co s . . A u B
La fleche associée a u pointe vers A : A e

u représente la différence u = up — ug.

Remarques :

1) Les notations définies pour les intensités sont applicables aux ten-
sions : une lettre minuscule telle que u représente, tout comme u(t), une quan-
tit€ algébrique susceptible de varier au cours du temps en signe et en valeur
absolue. Une tension constante, positive ou négative, peut étre représentée par
une lettre majuscule telle que U.

2) Le sens de la fleche associée a la d.d.p. entre deux points A et B ne
préjuge pas des valeurs relatives des potentiels en ces deux points. Dans
I’exemple 2 du paragraphe précédent, si la fleche associée a u pointe vers A,
cela signifie uniquement que :

Uy =lUg +1u
® uy, est supérieur a ug si, et seulement si u est > 0.

® uy, est inférieur a ug si, et seulement si u est < 0.

3) La fleche associée a une d.d.p. u = up — ug n’est pas de nature vec-
torielle dans la mesure ou il n’y a aucune relation entre sa longueur (qui repré-
sente la distance entre A et B) et la valeur absolue de u.



CHAPITRE 2

Dipbles électriques linéaires

1 Généralités
1.1 Définition

On appelle dipdle électrique ou électrocinétique un dispositif élec-
trique quelconque qui présente deux bornes A et B permettant de le relier a un
circuit extérieur. Un dipdle est représenté par le schéma général suivant :

A { ) B

1.2 Classification des dipdles
On distingue deux types de dipdles :

o les récepteurs qui regoivent de I’énergie du circuit extérieur.
o les générateurs qui en fournissent au circuit extérieur.

Selon ce critére, la nature d’un dipdle peut varier d’un instant a I’autre,
ou dépendre de I’utilisation que 1’on en fait : par exemple, une pile rechar-
geable se comporte tant6t comme un générateur, tantdt comme un récepteur.

1.3 Caractéristiques u, i et i, u

On peut étudier expérimentalement les propriétés d’un dipdle, en fai-
sant varier la d.d.p. entre ses bornes, et en mesurant 1’intensité i du courant qui
le traverse.

e la courbe u = u(i) est appelée caractéristique tension-courant du dip6le ou
simplement caractéristique u, i.

e la courbe i = i(u) est appelée caractéristique courant-tension, ou caractéris-
tique i, u.

Un dip6le dont les caractéristiques passent par I’origine est qualifié de
passif : ce dip6le n’est parcouru par aucun courant lorsque la tension entre ses
bornes est nulle. Nous nous limiterons dans cet ouvrage a ’étude des dipdles
dont les caractéristiques sont linéaires.
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1.4 Conventions récepteur et générateur

Les caractéristiques d’un dipdle peuvent étre tracées en orientant les
fleches associées a u et a i en sens inverses ou en les orientant dans le méme
sens. Ce choix doit toujours étre clairement précisé, afin d’éviter toute ambi-
guité.

|

¢ En convention récepteur, les 2 ——__] °

N < -«
fleches sont de sens opposés. u

. .. i
e En convention générateur, les 2 s ]

fleches sont de méme sens.

_————— >

u
1.5 Energie recue par un dipdle

Considérons un dipdle de bornes A et B, orienté de A vers B, et tra-
versé par une charge dq entre les instants t et t + dt > t.
A i B

— 1 —

Au chapitre précédent, nous avons montré que le travail de la force
électrique ne dépend que des potentiels u, et ug aux bornes du dipdle :

dW =dq(up —'ug)
On peut donc envisager deux cas :

o si dW est positif, le travail de la force électrique est moteur : le dipdle recoit
de I’énergie ; d’apres la définition précédente, c’est donc un récepteur a I’ins-
tant t.

o si dW est négatif, le travail de la force électrique est résistant : le dipdle
fournit 2 la charge dq I’énergie |dW/| nécessaire a son déplacementde A 3B ;
c’est donc un générateur a I’instant t.

1.6 Puissance regue par un dipdle

La puissance instantanée de la force électrique a laquelle est soumise

la charge dq est le quotient :

dW dq
=——=—(up-u

& AT us)

. dq
Posons : 1=-a?, et: u=uy —ug
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La puissance recue par le dipdle s’écrit alors :

Le dipdle ayant été orienté par hypothése de A vers B, la tension u se
trouve associée a une fleche dirigée de B vers A, de sens inverse a celle de i.

A i B

o—>—{ }—o

‘_-, e ————
u

L’intervalle de temps dt étant toujours positif, le signe de p est le
méme que celui de dW. Le raisonnement précédent permet donc de dégager
un critére simple pour distinguer un récepteur d’un générateur :

Lorsque les fleches associées a u et a i sont de sens opposés, il y a équivalen-
ce entre les propositions suivantes :

o ui>0alinstantt «> X est un

£ N . . A X B
récepteur a cet instant. ey _ )—
. . 4 - T

o ui<0alinstantt ¢«» X est un u

générateur a cet instant.

2 Caractéristiques des dipodles linéaires parfaits
2.1 Résistor ou élément résistif

2.1.1. CARACTERISTIQUES u, i ETi, u

Les caractéristiques u, i et i, u d’un résistor, tracées en orientant en
sens inverses les fleches associées a u et i, sont linéaires, de pentes positives,
et passent par 1’origine 0.
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On peut traduire ce résultat par la loi d’Ohm :

u=Ri & i=Gu

La résistance R, exprimée en ohms ( 2 ), mesure la pente de la carac-
téristique u, i ; elle est toujours positive. .

La conductance G, exprimée en ohms=! ou siemens, mesure la pente
de la caractéristique i, u ; elle est toujours positive.

La conductance d’un élément résistif est I’inverse de sa résistance.

Attention :

Laloi d’Ohm ne s’écrit sous la forme : u = Ri ou i = Gu qu’a la condi-
tion d’orienter en sens inverses les fléches associées a u et i. Si tel n’est pas
le cas, il faut1’écrire : u=—-Rioui=-Gu
2.1.2. REPRESENTATION

Un résistor est représenté par I'un ou I’autre des symboles suivants :

o—[:l—o — "\ AN\N\—o
(a) (b)

.Nous utiliserons ici le symbole (a).

2.1.3. PUISSANCE ET ENERGIE ABSORBEES
La puissance absorbée par un résistor a pour expression :
p=ui
soit, en utilisant la loi d’Ohm :

p=Ri2=Gu?

On remarque que cette puissance est toujours positive : un résistor se
comporte a tout moment comme un récepteur. L’énergie absorbée par un
résistor pendant un temps dt, et dissipée par effet Joule vaut dans ces condi-
tions :

dW = Pdt = Ri2 dt = Gu2 dt
Remarque :

La puissance absorbée est nulle dans les 2 cas extrémes suivants :
o R =0 — u =0 (court-circuit)

e R = o0 — i =0 (circuit ouvert)
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2.2 Source de tension indépendante idéale

2.2.1. DEFINITION ET CARACTERISTIQUE u, i

Une source de tension indépendante est un dipdle qui maintient entre
ses bornes une d.d.p. u = e appelée f.é.m., indépendante du courant qui le tra-
verse.

Attention :

La f.é.m. d’une source de tension est une quantité algébrique.

De ce fait, la caractéristique U, I d’une source de tension continue de
f.é.m. E peut se présenter sous ’'une ou I’autre des formes suivantes :

Ui U

2.2.2. REPRESENTATION

On représente une source de tension indépendante par 1’'un des sym-
boles ci-dessous :

e
e e

(@) (b)

Nous utiliserons ici le symbole (a). La fleche associée a e a méme
signification que celle qui est associée a toute d.d.p. ; elle indique uniquement
que le potentiel de 1a borne vers laquelle elle pointe est égal a celui de 1’autre
borne augmenté de e :

e fleche orientée de A vers B :

Uu=ug—up==¢

A

>
) c C%'m
Vo

o fleche orientée de B vers A :

U=UA—UB=e

A

= O
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Attention :

e la fleche associée a e ne pointe pas nécessairement vers la borne de poten-
tiel le plus élevé.

e le sens de cette fleche est indépendant de I’ orientation du dipdle, autrement
dit du sens > 0 choisi pour le courant.

2.2.3. SCHEMA EQUIVALENT POUR UNE SOURCE DE TENSION CONTINUE

Lorsque la f.€.m. d’une source de tension est une constante E, il est
possible de préciser la polarité de ses bornes A et B, a condition de connaitre
le signe de E. En effet, dans le premier cas envisagé (fleche orientée de A
vers B) :

ug=up +E

e si E est > 0, ug est supérieur a u, ; le dipdle peut étre représenté comme
suit :

E>0
) e
-+
° o <>
A N B A B

e si E est <0, ug est inférieur a up ; on a donc I’équivalence suivante :

[ 1EI
Ot =

B A B

2.3 Source de courant indépendante idéale

2.3.1. DEFINITION ET CARACTERISTIQUE i, u

Une source de courant indépendante est un dip6le dont le débit 1 (€ta)
est indépendant de la d.d.p. entre ses bornes.

Attention :

Le débit d’une source de courant est une quantité algébrique.
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De ce fait, la caractéristique I,U d’une source de courant continu de
débit H (éta majuscule) peut se présenter sous 1’une ou I’autre des formes sui-
vantes :

] 1A

O’ H<0

|

1. oL -
0 > U

2.3.2. REPRESENTATION

On représente une source de courant indépendante par I’un des sym-

boles suivants : n M
-—p —

— D= O

(@ (b)

Nous utiliserons ici le symbole (a). La fleche associée a M indique le
sens dans lequel le débit est repéré.

2.4 Sources contrdolées ou liées

Une source est dite contr6lée ou liée lorsque sa f.é.m. ou son débit
dépend d’un signal extérieur appelé signal de contrdle. Par exemple, dans le
réseau représenté ci-dessous, correspondant a un. amplificateur linéaire, la
f.é.m. e' est proportionnelle a la tension u constituant le signal de contréle de
cette source.

Nous nous limiterons ici aux sources contrdlées linéaires, dont la
f.é.m. e ou le débit 1 est proportionnel au signal de contrdle. Nous convien-
drons de représenter ces sources par des symboles analogues a ceux des
sources indépendantes, obtenus en remplacgant les cercles par des losanges.
L’intérét de ces notations apparaitra lorsque nous étudierons le théoréme de
Thévenin.
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D’une maniére générale, on peut donc distinguer quatre types de
sources contrdlées linéaires :

e source de tension contrdlée par une tension (a)
e source de tension contrdlée par un courant (b)

e source de courant contr6lée par une tension (c)
e source de courant contrdlée par un courant (d)

e=ku e=ri
- L
(@) (b)

n=gu n=ki

- —»
(c) , (d)

Dans ces relations, k est un coefficient de proportionnalité sans dimen-
sion ; r et g ont respectivement la dimension d’une résistance et d’une conduc-

tance, mais ne représentent généralement pas la valeur d’un élément résistif
du circuit.

Enoncés des exercices

Calcul de tensions

EXERCICE 2.1 :
Calculez up a I’instant t, sachant que B u A
e —- - i —————pe
u=-2Vetug=5V.
EXERCICE 2.2 : A u D
) - 1 °
Calculez u a I’instant t, sachant que A u
uy=1V,u;=2V,u;=—-3V. u '2
s ——— ——  —  poe
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Puissance recue par un dipéle

EXERCICE 2.3 :

A i B
A l’instant t, on mesurei=1 mA,u=-3 V.  —
Le dipdle est-il un générateur ou un récep- - 5 -
teur ?
EXERCICE 2.4 :

5. . A i B
Alinstantt,onai=-2mA,u=4V. o—a—7J |
Le dip6le est-il un récepteur ou un e
générateur ? u
EXERCICE 25 :

u est positive a I’instant t. Quel est a cet ins- A. ,' ] .

tant le signe de i ? Montrez que la puissance

absorbée par un élément résistif est toujours h u
positive.
EXERCICE 26 :

A
La f.€.m. de la source de tension, expri- ;
mée en volts a pour expression :
e = 4 cos ot. Calculez up a I’instant ?
t = T/4 sachant que ug est constant et e <> u
égala3 V.

B
EXERCICE 2.7 :

On applique une tension sinusoidale u = 2 cos t, exprimée en volts, aux
bornes d’un condensateur de capacité C. L’intensité du courant qui le parcourt
a pour expression :

. du
i=C— .
dt i
a) calculez la puissance regue par le condensateur 3 u C

instant t.
b) calculez cette puissance pourt; =0,t, =7/ 8 ,
ett3 =57/ 8.
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EXERCICE 28 :

A quelles conditions peut-on envisager les associations suivantes ? Calculez
alors la puissance regue par la résistance.

R ORSORI

(a)

EXERCICE 29 :

a) Calculez les tensions u; et u,.
Déterminez la puissance regue par la
résistance, ainsi que les puissances
fournies par les 2 sources.

b) Application numérique :
R=10Q;m=1A;e=5V.

c) Application numérique :
R=10Q;n=-1A;e=5V.

EXERCICE 2.10:

a) Calculez la puissance regue par la
résistance, et successivement les puis-
sances fournies par la source de cou-
rant et la source de tension.

b) Application numérique :
R=10Q;m=-1A;e=5V.

EXERCICE 2.11 :

A
el

(b)

O

AP

s>

Quel est le courant qui traverse le dipéle AB ? Calculez numériquement les 5

tensions. u u
<« - 2 A 8 - B
L { }—o
A 10 30 A
,‘ |
A
U1 I ‘T] =1A Us 20 Us
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EXERCICE 2.12:

Calculez successivement les tensions uj, uy, U3, Uy, puis la tension u aux
bornes de la source de courant.

Uy
N = —/
Il I[ -
* 2kQ h é
KL TmA  TkQb
|
i2
U 1mA . 2 mA ‘ u,
? 1V 2V ¢ ‘
u —p -

EXERCICE 2.13 :

Calculez successivementietu poure=1V ;R=1kQ ;R'=2kQ.

\ B

O e[l et Al

EXERCICE 2.14 :

Calculez successivement uy, u,, us , et i.

Us







CHAPITRE 3

Lois de Kirchhoff :
applications simples

1 Définitions

Un réseau électrique est un ensemble de dipdles reliés par des conduc-
teurs de résistances négligeables. D’une maniere générale, on distingue dans
un réseau :

e des nceuds, qui sont des points communs a 3 dip6les au moins.
e des branches, qui sont des éléments de circuits compris entre 2 nceuds.
e des mailles, qui sont des circuits fermés ne passint qu’une seule fois par
un nceud donné.
Par exemple, le circuit ci-dessous comprend 4 nceuds (A, B, D, O), et
6 branches (AB, AO, AD, OB, OD, BCD).
B

D
Ce réseau comprend également 7 mailles : ABOA, AODA, ABODA,
BCDB, ABCDA, ABCDOA, ADCBOA.

2 Lois de Kirchhoff

2.1 Premiére loi : loi des nceuds

La premiére loi de Kirchhoff traduit le fait que les charges électriques
ne peuvent pas s’accumuler au cours du temps en un point quelconque d’un
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réseau. Pour cette raison, la charge électrique totale aboutissant a un nceud
pendant un temps dt, est nécessairement égale a la charge quittant ce nceud
pendant le méme temps. On peut exprimer ce résultat par la relation explicite :

2 lentrant = )y Lsortant

Exemple :

Ziemram =i} +i3

Zlsortant =1y +t1g4+15

par conséquent :
il +i3=i2+i4+i5
La premiére loi de Kirchhoff peut également s’ écrire sous la forme :
Yientrant — Z isortant = 0

Les courants entrant sont alors affectés du signe +, et les courants sor-
tant du signe —. Cette remarque justifie la notation que nous utiliserons désor-
mais pour exprimer cette loi :

$i=0

“Somme des courants, comptés positivement vers le nceud, égale a
zéro”

Le symbole -+ est équivalent :

e 2 un signe + quand i est dirigé vers le nceud,
e aun signe - quand i est dirigé en sens inverse.

Lorsque les inconnues sont les tensions aux bornes des branches abou-
tissant au nceud considéré, la premiére loi de Kirchhoff permet de relier ces
tensions aux débits des sources de courant.

Considérons par exemple le
schéma ci-contre, comprenant 2
sources de courant et 2 éléments résis-
tifs de conductances G; et G,. On
suppose connus les débits n; et 1, des
sources, ainsi que les d.d.p. u; et u,
aux bornes de G, et G,.
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Le sens des courants i; et i, traversant G| et G, est déterminé, d’aprés
la loi d’Ohm, par celui des tensions u; et u, :

iy = G, u, est dirigé vers le nceud.
i = Gy y; est dirigé en sens inverse.

Uz\\
a4
Complétons la figure en représentant ces courants, et explicitons la loi
des nceuds :

M-My+ip—i;=0
soit :
N —My =i —ip =Gy - Gouy

On remarque que M et u;, dont les fleches sont dirigées vers le nceud
sont affectés du signe +, alors que 1, et u,, dont les fleches sont dirigées en
sens inverse, sont affectés du signe —.

Ce résultat nous conduit a la relation générale suivante, valable en tout
nceud ou n’aboutissent que des sources de courant et des résistors :

ZGy=31

Le symbole -- est équivalent :

e a un signe + pour une d.d.p. ou un courant dirigé vers le nceud.
e 4 un signe - pour une d.d.p. ou un courant dirigé en sens inverse.

Remarque :

Dans le cas particulier ou des sources de tension sont également
connectées au nceud, le second membre inclut la totalité des courants qui y
arrivent a travers les sources (sources de courant et sources de tension).

2.2 Deuxiéme loi : loi des mailles

La deuxieme loi de Kirchhoff découle du fait que le déplacement
d’une charge électrique le long d’un circuit fermé ne nécessite aucune dépen-
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se d’énergie. Pour cette raison :

La somme algébrique des tensions le long d’une maille est nulle.

Pour écrire cette loi, on proceéde de la maniere suivante :

e on choisit arbitrairement un sens de parcours sur la maille, que I’on maté-
rialise par une fleche.

e on affecte du signe + les tensions dirigées dans ce sens.

e on affecte du signe — les tensions dirigées en sens inverse.

Considérons, par exemple, la maille triangulaire ci-dessous, orientée
dans le sens des aiguilles d’une montre. Les tensions u; et u, sont affectées du
signe +, u3 dusigne —:

U]+u2-—-l.l3=0

Choisissons maintenant comme sens de parcours le sens trigono-
métrique :

on aboutit 4 la méme relation que précédemment : —u; — uy +uz =0.
On généralise ce résultat sous la forme :

2u=0
-M

“Somme des tensions comptées positivement dans le sens de la maille égale
a zéro”

Le symbole -m est équivalent :

e aun signe + pour une tension dirigée dans le sens de parcours de la maille,
e 3 unsigne — pour une tension dirigée en sens inverse.




Circuits électriques linéaires 21

Lorsque les inconnues sont les intensités dans les branches de la
maille, la deuxieme loi de Kirchhoff permet de les relier aux f.é.m. des
sources de tension.

Considérons par exemple la maille ci-dessous orientée dans le sens des
aiguilles d’une montre :

On suppose connues les f.é.m. e, et e, ainsi que les intensités i, i,, i5.
La loi d’Ohm détermine a la fois la valeur des tensions u;, u,, uy aux bornes
des éléments résistifs Ry, R,, R3, et le sens des fleches associées :

U1=R1 il
l.l2=R2 12
u3 =Rz i3

Faisons apparaitre ces tensions sur la figure, et explicitons la loi des

mailles : u ,

/

o
on obtient :

e —Up+ur—ey—u3=0
soit :

e;—Ryi;+Ryip—ey —R3i3=0
et:

el—ezleil—R2i2+R3i3
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On remarque que e, i) et i3 dont les fleches sont dirigées dans le sens
de parcours de la maille, sont affectés du signe +, alors que e, et i5, dont les
fleches sont dirigées en sens inverses, sont affectés du signe —.

Pour une maille ne comportant que des sources de tension et des résis-
tors, on peut généraliser ce résultat sous la forme symbolique suivante :

IRi=Y¢

Le symbole -wm est équivalent :

e 3 un signe + pour une f.é.m. ou un courant dirigé dans le sens de par-
cours de la maille,
e aun signe — pour une f.€.m. ou un courant dirigé en sens inverse.

Remarque :

Dans le cas particulier ot la maille comprend également des sources
de courant, le second membre inclut la totalité des tensions aux bornes des
sources (sources de tension et sources de courant).

3  Applications simples

3.1 Associations de dipoles

Il est souvent possible de réduire la complexité d’un circuit électrique
en remplagant par un dip6le équivalent une association de dipdles du méme
type.

3.1.1. ASSOCIATION DE RESISTORS EN SERIE

Considérons le dipdle ci-dessous formé par I’association de n résistors
en série entre deux bornes A et B.

A i R1 H2 Rn B A Heq B
- - e
i
< —— -- - -
u, u, U, -
u
-
u

Lorsque ce dip0le est parcouru par un courant d’intensité i, la tension
u qui apparait entre ses bornes, peut se décomposer en :

u=u;+uy .. +uy
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La loi d’Ohm permet de relier ces tensions au courant et aux résis-
tances :
u=R,i+ Ry + ... +Ryi
=R +Ry+..+R))i
Posons :
Req = Rl + R2+ . Rn
On obtient alors la relation u = Req i qui montre que le dip6le considéré est
équivalent a la résistance unique R . On en déduit la loi d’association recher-
chée :

Les résistances en série s’additionnent

3.1.2. ASSOCIATION DE RESISTORS EN PARALLELE

Considérons le dipdle de bornes A et B représenté ci-dessous, formé
par I’association en parallele de n résistors de conductances Gy, Gy, ..., G,,.

i A P A
. L
A , ) A
Iy I I3 In
u‘ D u :l Geq
.! G1 G2 GS Gn
o —1 L. 1 - B -
B B

Lorsqu’on applique une tension u = us — ug entre ses deux bornes, il
apparait dans les résistors des courants :

il =G] ll,i2=G2l], ...,in=GnU
dont la sornme est égale, d’apres la loi des nceuds, au courant i qui pénétre
dans le dipdle par la borne A :

i=il +i2+....+in=(G| +G2+....+Gn)u
Posons :

Geq =Gy + Gy +... + Gy

On obtient alors la relation i = G4 u qui montre que le dipdle considéré est
équivalent a un résistor unique de conductance Geg :

Les conductances en parallele s’additionnentJ
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Remarque :

e la loi d’association précédente peut s’écrire sous une forme équivalente fai-
sant intervenir les résistances :

111 1
Geg=——=ot+—t...+—
Req R Ry R,

e dans le cas particulier, tres fréquent, d’une association en parallele de
deux résistors, le second membre se limite & deux termes :

Geq=C}1+C;2=L —1—= 1
R1 RZ Req
SOit : _1_ — _R]_+&~
Ry RiRy

On en déduit la relation trés importante :

RiR,
R] +R2

(Ry//Ry)=

3.1.3. ASSOCIATION DE SOURCES DE TENSION EN SERIE

Une association série de n sources de tension de f.€.m. ey, e,, ..., €,
maintient entre ses bornes A et B une tension égale a la somme algébrique de

ces f.€.m. Elle équivaut par conséquent a une source de tension unique. Dans
I’exemple ci-dessous :

eeq=e]—ez+e3=uB—uA
] - —_
eeq——e1+ez—e3—uA—uB

e, e, e, A Py B
= . =
NN A
A N B

i
] ¢!
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Les f.€.m. en série s’additionnent algébriquement.

3.1.4. ASSOCIATION DE SOURCES DE COURANT EN PARALLELE

Une association paralléle de n sources de courant de débits 1y, N, , ...,
1, entre deux bornes A et B est équivalente a une source de courant unique.
Dans I’exemple ci-dessous :

Meq =M =Ny +M3
n'eq=_nl +My—M3

>
>
>

A A
WO MO

L

Les débits en parallele s’additionnent algébriquement.

3.2 Circuits a une maille et circuits a deux nceuds

3.2.1. ETUDE D’UN CIRCUIT A UNE MAILLE

Un réseau a maille unique est un circuit fermé, constitué de dipdles
placés en série. Il est caractérisé par le fait que tous ces dipdles sont parcou-
rus par le méme courant.

Considérons par exemple le circuit suivant, comprenant deux sources
de tension de f.é.m. ¢ et e, et 2 résistors R et R,.

R

1D Dt

R,

I 1
=

Calculons I’intensité du courant i dans ce circuit en appliquant la loi
des mailles sous la forme Y, u =0 tout d’abord, puis sous la forme :
-M

ZR$=Ze.

-M
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Premiére méthode :

a) Le sens de i étant a priori inconnu, on oriente arbitrairement ces 4
dipdles, en tournant par exemple dans le sens de la fleche de €. Il est bien
entendu que si le résultat du calcul montre que i est positif a un instant donné,
cela signifie que le courant conventionnel circule effectivement dans le sens
de la fleche de e, alors que si i est négatif, il circule effectivement en sens
inverse.

b) On matérialise les tensions u; et u, aux bornes des résistors par des
fleches dont le sens est déterminé par la loi d’Ohm :

u =Ryi A A
! 1 e, ! e
U2=R2i ! | G

¢) On choisit arbitrairement un sens de parcours sur la maille, en pre-
nant par exemple le sens choisi pour le courant.

R,
4O 0 Pl
1 Rz
- » >

d) On explicite la loi des mailles ¥ u =0 :ej —u;j—e;—uy; =0
soit:e; —ey; =uy +uy = (R +Ry) i. o

On en déduit la valeur de I’intensité :
I k2
R|+R,
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Le courant conventionnel circule dans le sens choisi si e| > e,, et en
sens inverse si e < e,.

Deuxi¢ me méthode :

Le calcul de I’intensité du courant dans le circuit précédent est beau-
coup plus rapide si on utilise la loi des mailles sous la forme :

Ri=%Ye
-M -M

Il est en effet inutile de matérialiser, dans ce cas, les tensions aux
bornes des éléments résistifs.

a) On choisit arbitrairement un sens positif pour le courant,

b) On choisit arbitrairement un sens de parcours sur la maille,

¢) On explicite la loi des mailles.

Si on effectue en a) et b) les mémes choix que précédemment, on
obtient directement la relation recherchée :

€|—62=(Rl +R2)i

__T:_»
4O 0 Ot

Remarque :

Cette relation montre que le circuit étudié se réduit & une maille com-
prenant en série une source de tension de f.é.m. e; — e,, en série avec une
résistance R + R,.

— -

A Dte ot o]

Cette équivalence pouvait se déduire de la simple application des lois
d’association des sources de tension et des résistors.
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3.2.2. ETUDE D’UN CIRCUIT A DEUX NCEUDS

Un circuit a 2 nceuds est constitué de dipdles placés en parallele, qui
présentent de ce fait une méme tension u entre leurs bornes. On étudie un tel
circuit par application de la loi des nceuds sous la forme :

Yi=0 ou: XGu=3IM
Considérons par exemple le circuit suivant comprenant deux sources
de courant de débits | et M, , et 2 éléments résistifs de conductances G, et

G,. A

a) On définit la tension u entre les nceuds en orientant sa fleche vers
’un des nceuds, par exemple A :

A
iy A Iy
m*@ \ i N2
| G, G, \
u
B

b) Le choix réalisé détermine le sens des courants i et i, dans G, et Gj.
c) Ces courants doivent étre représentés sur la figure lorsqu’on expli-
cite la loi des nceuds sous la forme Y i =0. On obtient alorsen A :
, N -My—ij-ip=0
soit :
nl _T‘Z:i] +12:(G1 +G2)u

On en déduit la d.d.p. entre AetB :
="M
G] + G2
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Lorsqu’on utilise la loi des nceuds sous la forme Y G u= )y n, il est
inutile de matérialiser les courants dans les conductances. On obtlent dlrecte-

ment la relation recherchée :

N —M2=(G; + Gyu

Remarque :

Cette relation traduit simplement la loi d’Ohm pour un élément résis-
tif de conductance G; + G,, parcouru par un courant 1| — 1,. Ce résultat pou-
vait Etre obtenu en transformant le circuit étudié au moyen des lois d’associa-
tion en parallele des sources de courant et des conductances.

A A
m G w‘z - m—nz\@ G+ G

3.3 Diviseurs de tension et de courant

3.3.1. DIVISEUR DE TENSION

Considérons I’association série de deux résistors R; et R, entre deux
bornes A et B. R, R,

— """ F—

A C B

Si on applique entre ces deux bornes une tension u = up — ug en les
reliant par exemple a une source de tension de f.é.m. u = e, il apparait un cou-
rant d’intensité i, orienté de A vers B dont la valeur algébrique est donnée par
la loi d’Ohm : i

u=e=(R; +Ry)i
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La tension u, qui apparait dans ces conditions aux bornes de R, a pour

valeur :
l12 = R2 i

SOIt : R2
Uy = —=—u
R +R,

Les d.d.p. u et u,, mesurées a partir du point commun B, sont de méme
signe : la tension aux bornes de R, représente donc une fraction de celle qui
est appliquée aux bornes du montage ; celui-ci constitue un diviseur de ten-

sion.

3.3.2. DIVISEUR DE COURANT
Considérons I’association de deux résistors de conductances G; et G,

entre deux bornes A et B.

o []°

B

Désignons par i 'intensité qui pénétre par la borne A lorsque ce mon-
tage est relié a un dipdle actif, par exemple a une source de courant de débit

n=i.

!
P
-

A
|

‘
n|<> u

i
!
i
B

Ecrivons la loi des nceuds en A :
n =i= Gl u+ G2 u

ainsi que la loi d’Ohm pour les deux résistors :



Circuits électriques linéaires 31

il = G] u
On peut exprimer i; ou i, en fonction de i en éliminant u entre ces rela-
tions. Par exemple :

i2=—&—i
G1+G2

ip est une fraction de I’intensité totale i : ce montage constitue un divi-
seur de courant. En pratique, on écrit le plus souvent :

R,

i =————1i
R +Ry

3.4 Dualité tension-courant

Il existe une analogie évidente entre les circuits séries comportant des
sources de tension, et les circuits paralleles comportant des sources de cou-
rant. Afin de préciser cette analogie, considérons les deux montages (a) et (b)
représentant respectivement :

¢ une maille formée & partir d’une source de tension de f.€.m. e, d’un résis-
tor de résistance R, et d’un dipdle X de nature quelconque, se comportant en
générateur ou en récepteur.
e un circuit & deux nceuds, formé de 1’association parallele du méme dipdle
X, d’un résistor de conductance G', et d’une source de courant de débit 1) .

R A A

! IS |

(a) (b)

Analysons le montage (a) en orientant la fleche de i dans le sens de
celle de e : ce choix détermine la tension Ri aux bornes de 1’élément résistif,
ainsi que la tension u = u, — ug aux bornes du dipdle X :
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u=e—-Ri

Cette relation permet d’exprimer i en fonction de u :

€ u

==
R R
Analysons le montage (b) en posant tout d’abord u' = us —ug : ce
choix détermine le courant G'u’ dans I’élément résistif, ainsi que le courant i'
traversant le dipdle X de A vers B :
i=m-Gvu

46 I Jx

Les associations réprésentées a gauche de A et de B sont strictement
équivalentes si les tensions entre leurs bornes sont identiques (u = u') et si les
intensités des courants qui les traversent ont méme valeur (i = i'), quelle que
soit la nature et les caractéristiques du dipdle X. Cette équivalence se traduit
par la relation :

i=§—%=i‘=n—G‘u‘

avecu'=u

soit : e u
———=n-G'u
R R

Cette derniére égalité ne peut étre satisfaite pour toute valeur de u qu’a
la condition que I’on ait simultanément :
G =

1 h=8
=
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Nous n’avons fait aucune hypothése sur la nature du dipdle X. Ce
résultat établit donc que :

Toute association série d’une source de tension de f.€.m. e avec un résistor
de résistance R peut étre remplacée par I’association paralléle d’une source

i e A ‘o -
de courant de débit 1= = avec le méme résistor, et réciproquement.
R

3.5 Application aux sources réelles

3.5.1. MODELISATION

Les sources de tension et de courant dont les caractéristiques s’éten-
dent de —eo & +oo sont des dip6les idéaux susceptibles de fournir une puis-
sance infinie a une charge extérieure. La caractéristique d’une source réelle
possede nécessairement une extension limitée et peut revétir des formes tres
variées.

On désigne sous le nom
de générateur, une source i
réelle dont la caractéris-
tique u, i est linéaire, de u
pente négative lorsque
les fleches associées a u
et a i sont de méme sens. 0

cc

Cette caractéristique coupe 1’axe des tensions et des courants respecti-
vementen ug et i :

° ug est la d.d.p. correspondant a i = 0, appelée tension a vide : c’est la d.d.p.
qui apparait aux bornes du générateur lorsqu’il n’est relié a aucune charge
extérieure.

o i, est le courant correspondant a u = 0, appelé courant de court-circuit :
c’est le courant circulant dans un conducteur extérieur sans résistance reliant
ses 2 bornes.

L’équation de cette caractéristique peut s’écrire sous la forme générale :
u i
—+—=1
Up I

ou sous I’'une ou I’autre des formes équivalentes :
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.u
U=U0—l.—0

1CC
. i
i=i,-—uss
Up
Uo 1 i
Posons: Rg=—, et:Gg=—=—

cc RG Up

on obtient alors les 2 équations :
u=ug-Rg.i
i= iCC - GG u

e la premiére relation montre que le générateur peut étre modélisé par une
source de tension de f.€.m. uj en série avec une résistance Rg.

Rgs i A

A
U | u [‘ charge

e la deuxieme relation montre que le générateur peut étre modélisé par une
source de courant de débit i . en paralléle avec un résistor de conductance Gg.

i A

B
-

S ) o [

we— -

Ces 2 représentations du méme dipdle étant équivalentes :
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Un générateur peut étre modélisé :

e par une source de tension de f.é.m. e en série avec un résistor de résis-

tance R,
- e N A
e par une source de courant de débit M = e en parallele avec le méme
résistor. G
Re A A
Rs=¢e/m

A @ A
e G n| Rg
B

B

R est la résistance interne du générateur.

3.5.2. PUISSANCE DELIVREE PAR UN GENERATEUR

Calculons la puissance maximum que peut délivrer un générateur a
une charge résistive Rc. Modélisons ce générateur par 1’association série

(e, RG)

Orientons le circuit a2 une maille ci-dessus dans le sens des aiguilles

d’une montre, et posons u = up — ug.
Les fleches associées a u et a i étant de sens opposés dans R, la puis-

sance qu’elle recoit a pour valeur :
e

. .2 .
p=u.1=Rci avec : 1= ——
¢ Rg +Rc

RC ez

soit : p=—S—
(Rg +Rc)’
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Cette fonction de R- admet un maximum lorsque sa dérivée par rap-
port a R¢ est nulle :

dp _e*(Rg+Rc)’ —2Rc e?(Rg +Rc)

dR¢ (Rg +R¢)*

Ce résultat s’obtient pour Rg + Rc =2 R, soit : Rg =R¢.

Un générateur de résistance interne R débitant dans une charge résistive
R délivre une puissance maximum lorsque R = Rg.

On dit, dans ce cas, que le générateur est adapté a la charge. Cette puis-
sance maximum a pour valeur :

_Rg e? e?

= soit: ppp =
4RE 4Rg

PMm

Enoncés des exercices

Loi des nceuds

EXERCICE 3.1 :

Calculez i4 a I’instant t, sachant que
ij=-2A,i,=1A,i3=5 A. Quel est,
a cet instant, le sens du courant
conventionnel dans la branche AE ?

EXERCICE 3.2 :

Exprimez is et ig en fonction de iy, i,
i3. Application numérique : B
i1=2A,ip=-05A,i3=1A.
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EXERCICE 3.3 :

Calculez numériquement iy, i3, is, ig, 2
Iinstant t, sachant que i} = 0,5 A et
i4 =- 3 A

EXERCICE 3.4 :

Calculez les courants circulant dans
les branches AD, BE, CF, DE et EF en
fonction de iy, iy, i3, ig-

EXERCICE 3.5:

Exprimez i en fonction de n, e, et G par
application de la loi des nceuds en A.

EXERCICE 36 :

Exprimez la tension u' aux bornes de
G' en fonction de u et de e. Calculez
ensuite u en fonction de m, e, G, G' par
application de la loi des nceuds en A.

A - B
i, i
3
i ﬂ\ " | C
i 's
E D D
i
A P, B c
D E F
[
A i
NS )
B
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EXERCICE 3.7 : -<-- 7'

Explicitez la loi des nceuds en A, (l)
B et C sous la forme >YGu=XYn. -
—e —e u
Additionnez membre a4 membre les 3
relations obtenues. Quelle conclusion
pouvez-vous en tirer ? —L |
G

— A4

n e
c
EXERCICE 38 : ='
Exprimez i en fonction de m, e, €', G, .
G'. A quelle condition ce réseau est-il A A
identique a celui de I’exercice 3.5 ? e! <> A n' ( ) G
e'\

EXERCICE 3.9 :

Ondonne:R; =Ry, =1kQ;R3=R4=2kQ;e=5V;u=3V;n;=4mA;
N, =2 mA. Calculez :
a) le courant i qui traverse le dipdle X.
b) la puissance regue par ce dipole.
c) le courant i' débité par la source de tension.
i B _X iaA

Loi des mailles

EXERCICE 3.10 :

a) Explicitez la deuxieme loi de Kirchhoff dans la maille ci-apres sous la
forme: YRij =Y e
-M

-M
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b) Que devient cette relation si on pose
u; =R, i}, u; =R, i, ?Représentez sur
la figure les fleches associées a u; et
uj.

c) Montrez que I’on retrouve la rela-
tion précédente si on explicite la loi
des mailles sous la forme :

2u=0
-M

EXERCICE 3.11 :

a) Calculez le courant qui circule de B vers E en fonction de ij et ij.
b) Explicitez la deuxieme loi de Kirchhoff dans les mailles ABED, BCFE et

ACFD.

EXERCICE 3.12:

On donne :
R|=R2=R3=R4=le;T]=2mA;
i=lmA;e|=—8V;ez=2V.
Calculez :

a) la tension u = up — ug.

b) la d.d.p. aux bornes de la source de
courant.

c) la puissance regue par le dipdle X.

Associations de résistors

EXERCICE 3.13 :

Calculez la résistance équivalente au
dipdle représenté ci-contre.

3Q

3Q

6Q
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EXERCICE 3.14 : 60
. . J }
Calculez la résistance équivalente au —
dipdle AB.
120 2Q
Ae *B
4Q 20
A 1kQ 1kQ
EXERCICE 3.15 : — 1
Calculez la résistance équivalente au
dipole AB.
4 kQ 2kQ
2kQ 1 kQ
—
B
Diviseurs de tension et de courant
EXERCICE 3.16 : R, R,
. . fF——
Calculez successivement u et u' par * A
application de la relation des diviseurs :’
de tension. On donne : T R, D u R, 1
Rl =R3=R4= 10kQ,R2=20kQ,
e
e=8V. u

EXERCICE 3.17 :

Calculezupouri=2mA ;R;=1kQ;
R, =3kQ ; R3=2kQ.
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EXERCICE 3.18 :

Etablissez la condition d’équilibre du
pont de Wheatstone en utilisant la
relation du diviseur de tension.

EXERCICE 3.19 :

On considere le montage suivant, dans
lequel R, est une résistance variable
comprise entre O et I’infini. Calculez
la puissance maximum regue par R,,
en fonction de 1 et de R;.

Circuits a une maille et a 2 nceuds

EXERCICE 3.20:

Ce circuit série comporte une source
de tension indépendante de f.é.m. e,
et une source controlée de

f.€.m. e; = ku,. Calculez I’intensité
du courant et la puissance regue par
chaque dipdle.
AN.:e =6V ;k=12;R; =1kQ;
R, =2kQ.

EXERCICE 3.21 :

Ce circuit parallele comporte une
source de courant indépendante de
débit M, et une source contrdlée de
débit M, = ki, Calculez la puissance
recue par chaque dipdle.
AN.:m;=2mA; R =2kQ;

R, =1kQ;k=1/2.

A
n?é;




42 I11. Lois de Kirchhoff : applications simples

Générateurs

EXERCICE 3.22 :

Y-

o>

Le dipdle X présente une caractéris-
tique linéaire pouri >0, u 2 0. La ten-
sion u est égale a2 V lorsque i est égal |:| X
a2 A Elleestégaleal Vpouri=4 A.

Modélisez X par une association série
(e, Rg) ou parallele (N // Gg).

EXERCICE 3.23 :

a) On associe en série 2 générateurs de tension (e}, R;) et (e5, R,). Déterminez
le générateur de tension équivalent (e, Rg).

b) On associe ces 2 générateurs en parallele. Déterminez le générateur de ten-
sion équivalent.

AN.:e=15V;R=2Q;e,=15V;R; =05 Q.

EXERCICE 3.24 :

On mesure aux bornes d’un dip6le G a caractéristique linéaire une tension a
vide ug = up —ug = 12 V. Lorsqu’on relie ses bornes par un court-circuit, le
courant qui circule de A vers B esti.. =4 A. '

Ce dipdle étant branché sur une résistance de charge R =9 Q,

a) Calculez :

— la tension u aux bornes de R,

—le courant i dans R,

— la puissance dissipée dans R.

b) Peut-on calculer la puissance dissipée par effet Joule dans le générateur lui-
méme ?

Transformations de générateurs

EXERCICE 3.25 :

Le réseau ci-aprés comporte 2 générateurs. En utilisant 1’équivalence entre
générateurs de tension et de courant, calculez la puissance recue par la résis-
tance R.
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0,5 kQ

RSN Joe ] 00

Or
|

EXERCICE 3.26 :

Par transformations successives de ce réseau, déterminez les puissances four-
nies par les générateurs de tension et de courant.

6 kQ 1kQ

> >
b O

2kQ

A | | A
V| a Dm i |

12 mA i

EXERCICE 3.27 :

Calculez la tension aux bornes de la source de courant contrdlée, ainsi que la
puissance qu’elle fournit. On donne :
N=9mA;e=48V;k=08;R;=3kQ;R,=8kQ;R;=18kQ;
R4=R5=12kQ.

2O W] O[] O




44 I1l. Lois de Kirchhoff : applications simples

EXERCICE 3.28 : 1KQ 15K
Montrez que ce réseau est équivalent a A
une maille unique comportant un
générateur de tension en série avec la A
résistance de 2 kQ. Calculez la tension l 1kQ 2kQ
u aux bornes de cette résistance. 10V

u
EXERCICE 3.29 :

Mémes questions pour le réseau ci-dessous.

6V
“® 3kQ




CHAPITRE 4

Analyse des réseaux résistifs

Nous allons étudier dans ce chapitre un certain nombre de méthodes
générales et de théorémes qui permettent de déterminer les inconnues d’un
réseau électrique, qu’il s’agisse des intensités des courants dans ses branches,
ou des tensions aux bornes de ses éléments résistifs.

Ces méthodes d’analyse reposent essentiellement sur 1’ utilisation des
lois de Kirchhoff. Elles nécessitent la transformation éventuelle du réseau
sous une forme permettant d’expliciter aisément ces lois, en fonction de la
nature des inconnues :

¢ lorsque les inconnues sont les courants, on remplace les associations paral-
leles sources de courant-éléments résistifs, par les associations séries équiva-
lentes sources de tension-éléments résistifs. On explicite alors les lois de
Kirchhoff sous la forme :

>i=0 loi des nceuds
e
SRi=Ye loi des mailles
-M ->M
¢ lorsque les inconnues sont les tensions aux bornes des éléments résistifs,
on effectue les transformations inverses de maniére a ne conserver dans le
réseau que les associations paralleéles sources de courant-éléments résistifs.
On explicite alors les lois de Kirchhoff sous la forme :
SGu=Xn loi des nceuds
e —e

Su=0 loi des mailles
-M

D’une maniere générale, nous désignerons par N le nombre total de
nceuds du réseau étudié, et par B le nombre total de ses branches.
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1 Méthode générale des courants de branches

Cette méthode peut étre utilisée a chaque fois que les inconnues du
réseau sont les B courants de branches. Conformément a ce que nous venons
d’indiquer, le réseau étudié sera éventuellement transformé de maniere a ne
comporter que des sources de tension et des éléments résistifs de résistances
connues.

1.1 Equations de nceuds

Considérons le réseau ci-dessous comportant N = 3 nceuds et B = 5

branches. g
- > R

R, l: R,
Rs

c

Définissons tout d’abord les 5 courants inconnus du probleme, en réa-
lisant par exemple le choix représenté ci-dessous :

Explicitons la premiére loi de Kirchhoff sous la forme Y, i =0 en
chacun des nceuds du réseau : -
enA:—ij—ip—iz =0
enB:ij+i;—ig—is =0
en C: i3 +iy4 +is =0
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Si on additionne membre a2 membre ces 3 relations, on obtient I’iden-
tité 0 = 0. Ce résultat est di au fait que chaque courant inconnu figure néces-
sairement dans deux équations de nceuds, avec des signes différents. De ce
fait, I’'une de ces équations, par exemple la seconde, peut se déduire des deux
autres en les additionnant membre a membre. Ce résultat peut étre étendu a
un réseau quelconque :

Dans un réseau comportant N nceuds, la loi des nceuds ne fournit que
N-1 relations indépendantes.

Dans I’exemple considéré, nous retiendrons par exemple les équations
écritesen Aeten B :
—il—iz—i3=0 (l)
il+i2—i4—i5=0 2)

1.2 Equations de mailles - choix des mailles indépendantes

Pour compléter le systetme de B équations nécessaire au calcul des
courants de branches, il reste a écrire : '
B-(N-1)=B-N+1
relations indépendantes, par application de la deuxieme loi de Kirchhoff.
Dans le réseau que nous étudions, il est possible d’isoler 6 mailles diffé-
rentes :

—

---4---- -------- ‘

N
w
R
()]

Les six équations correspondantes ne sont pas toutes indépendantes.
Par exemple, I’équation relative a la maille 4 peut s’obtenir en additionnant
membre a2 membre les relations écrites pour les mailles 1 et 2. Ces trois
mailles sont donc inadaptées a la résolution de ce probléeme.

Nous admettrons que pour construire un systeme de B — N + 1 équa-

tions de mailles indépendantes, il suffit de respecter la condition suivante :

Toute branche du réseau doit appartenir a une maille au moins, et a deux
mailles au plus.
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Reprenons I’exemple étudié, en choisissant les mailles 1, 2, 3, et en les

orientant conformément 2 la figure ci-dessous :
€
,_» R

1
i, A -

i2 RZ B I5
Ap—T 1+ >

’
R, @ R, 433 R,

C
Explicitons la deuxiéme loi de Kirchhoff dans chacune d’elles sous la
forme YR iM=Z e :

maille 1 CRI il —R2 i2'= €1 (3)
maille 2 : Ry iy + Rgis—R3i3=0 (4
maille 3 : — R4 i4 + R5 i5 =—-¢ (5)

1.3 Résolution du systeme d’équations

La résolution du systeme formé par les N — 1 = 2 équations de nceuds
et les B — N + 1 = 3 équations de mailles peut se faire par la méthode de
Cramer qui nécessite le calcul de déterminants a8 B = 5 lignes et colonnes. Par
exemple, le courant i; est calculé en effectuant le quotient :

o -1 -1 0 0
o 1 0 -1 -l
eg, -Rp O 0 0
O R, -Ry Ry O
e, 0 0 -R4 Rs
W=T_1T -1 -1 0 0
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2 Méthode simplifiée des courants de branches

2.1 Principe

Examinons le systeme de B équations construit aux § 1. 1 et 1. 2. Les
N — I équations de nceuds sont des relations entre courants, beaucoup plus
simples que les B — N + | équations de mailles dans lesquelles les courants
sont coefficientés par des résistances. Plutot que de résoudre directement ce
systéme, on peut songer a utiliser les équations de nceuds pour éliminer N — 1
inconnues dans le systéme formé par les équations de mailles. Cette méthode
de substitution permet de se ramener a un systtme de B — N + | équations a
autant d’inconnues, beaucoup plus facile a résoudre que le systéme initial.

22 Exemple

Reproduisons le systéme d’équations obtenu dans I’exemple précédent :

i —iy—iz=0 (1)
i +iy—ig—is=0 @)
Riij-Rpiz=¢ 3
Ryiy+ Ryig— Ryiz=0 @)
“Ryis+Rgis=—e, 5)

On peut éliminer i, a partir de (1) :
ip=—1;—1i3
et iy a partir de (2) :
iy=1 +ip—ig=—iz—ig
en reportant ces valeurs dans les équations (3) a (5), on obtient :
Riij—-Ry(-ij—-iz) =R +Ry)i; +Ryiz=¢
R, (-ij —i3) + R4 (-i3—i5) —R31i;
=—Ryi| —(Ry+R3+Ry) iz —Ryis=0
-R4(-i3-i5) +Rsis=Ryiz + R4+ R5) is=—e,

La détermination des inconnues iy, i3, i5 ne nécessite ici que le calcul
de déterminants & trois lignes et trois colonnes. Le courant i; est calculé par
exemple en effectuant le quotient :
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e R, 0
0 R,+R;+R; Ry
.| e Ry R4 +Rs
"TIR, +R, R, 0
R, R, +R3+Ry R4
0 Ry R4 +Rs

Les deux autres courants inconnus i, et i4 sont ensuite calculés a par-
tir des courants précédents, au moyen des relations (1) et (2).

2.3 Mise en ceuvre de la méthode

Lorsqu’on utilise la méthode des branches pour étudier un réseau, on
se limite dés le départ a2 un nombre d’inconnues égal a B—N + 1 : on évite en
effet d’introduire N — 1 courants supplémentaires inutiles en les exprimant
tout de suite, au moyen des équations de nceuds, en fonction des inconnues
choisies.

Reprenons I'exemple précédent :

¢ le nombre de branches aboutissant au nceud A est égal a 3. On définit sim-
plement deux courants, par exemple i; et i3, et on exprime en fonction de
ceux-ci le courant x qui circule de A vers B :

A

X

—ilﬁi3—X:0 = X=-"il—i3

Y i

C
e le nombre de branches aboutissant au nceud B est égal a 4. Les courants cir-
culant dans deux d’entre elles ont déja été définis : il suffit donc d’en intro-
duire un troisi¢me, par exemple i5 pour en déduire le quatriéme, x', par appli-
cation de la loi des nceuds :

—i1~i3+i1—is——x'=0 Ai1

= X'=—i3—i5
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o la mise en équation du réseau s’effectue directement avec les trois incon-
nues ainsi définies : e,

,,_» R1
/1
i\ & -
- i1 - i3 Hz B i5
I >
iy ¥ Y -ig-is es
(2) ‘3)
R, </ R, - R,

C
maille 1 :Rl il +R2 (ll +i3)=(Rl +R2) il +R2i3=el
maille 2 : — Ry (i + i3) — Ry (i3 + is) — R3 i3
=—R2i1—(R2+R3+R4)i3—R4i5=0
maille 3 : R4 (13 +i5)+R5 i5=R4i3+(R4+R5) i5=—e2

On retrouve les 3 équations du § 2.2.

3 Méthode des mailles

La méthode des mailles est une simplification astucieuse de la métho-
de générale des courants de branches qui permet de construire directement, a
partir de la deuxieme loi de Kirchhoff, un syst¢tme de B — N + 1 équations
indépendantes. Ces équations font intervenir des courants fictifs, sans réalité
physique, appelés courants de mailles, rendant la premiere loi de Kirchhoff
inopérante.

3.1 Définition des courants de mailles

Dans un réseau comportant N nceuds et B branches, sélectionnons un
ensemble de m = B — N + | mailles indépendantes. Commengons par numé-
roter ces mailles de 1 a m, et par définir sur chacune d’elles un sens de par-
cours. Par définition :
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Le courant de maille ij dans la maille n° j, est le courant fictif qui circule-
rait le long de cette maille dans son sens de parcours.

Par exemple, dans le réseau ci-dessous, on peut choisir les m = 3
mailles indépendantes suivantes associées aux courants iy, i, i :

maille 1 : ABDA
maille 2 : BCDB
maille 3 : ADCA

3.2 Relation entre courants de branches et courants de mailles

Ainsi que nous I’avons indiqué au paragraphe 1. 2, les mailles indé-
pendantes sont choisies de maniere a ce que toute branche du réseau appar-
tienne a I’une d’elles au moins, et a deux d’entre elles au plus.

De ce fait, on peut rencontrer deux situations :

e dans une branche qui n’appartient qu’a une seule maille, le courant réel
s’identifie au courant de maille. Par exemple, dans le réseau précédent, le cou-
rant ipp qui circule de A vers B est égal ai; ; igc est égal 2 iy, et izc a — is.
e dans une branche commune a 2 mailles, le courant réel est égal & la somme
algébrique des courants de mailles correspondants. Par exemple, dans la
branche BD commune aux mailles 1 et 2, le courant qui circule de B vers D
estégal ai| —i,.

On peut donc passer trés facilement du réseau (a) ci-dessous ou sont
représentés les courants de mailles, au réseau (b) ou figurent les courants de

branches réels.
B

(b)
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3.3 Forme des équations de nceuds

Ecrivons la premiére loi de Kirchhoff au nceud A du réseau précédent
en nous aidant de la figure (b) ci-dessus :
i3+(il —i3)—i1 =0
soit:0=0
On constate que cette loi ne permet d’établir aucune relation entre les
courants de mailles : cela résulte du fait qu’a chaque courant dirigé vers le

nceud est associé un courant égal dirigé en sens inverse. On trouve évidem-
ment un résultat analogue en chacun des autres nceuds :

La loi des nceuds ne fournit aucune relation entre courants de mailles.

34 Forme des équations de mailles pour un réseau
ne comportant que des sources indépendantes

Examinons tout d’abord le cas d’un réseau qui, aprés transformation
éventuelle de ses générateurs de courant, ne comporte plus que des généra-
teurs de tension indépendants.

3.4.1. ANALYSE DU PROBLEME

Commencons par sélectionner dans ce réseau un ensemble de
m = B — N + 1 mailles indépendantes et par les numéroter de 1 a m.
Définissons ensuite m courants de mailles iy, ..., ir, de telle sorte qu’ils circu-
lent en sens inverses dans toute branche commune a deux mailles.

Désignons par Rjj =Ry la résistance de couplage commune aux
mailles 1 et j, et par R la somme des résistances dans la maille 1. Désignons
par R la résistance n’appartenant qu’a la maille 1. Ry peut s’écrire sous la
forme :

m
R” = RIO + R12 + R13 +..+ le = %RIJ + RIO
J=
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Désignons par i j le courant qui circule dans la résistance R,; dans le
sens du courant i;. On peut I’expliciter sous la forme :

ilj = il - i_]
puisque iy et i; sont, par hypothese, de sens opposés.
Ecrivons maintenant la deuxieéme loi de Kirchhoff pour la maillel :

+ m m m
Rl() 1y + .Zlejllj: R10+-22R1j 11'—.22le 1 = Z_FM]
= = J=

m
=Ry ij — 2 Ryjij
=

soit :
Rll il _R12i2_"'_R1mim: Z [~

-Ml
On constate que le coefficient du courant de maille i; est affecté du
signe +, alors que les autres coefficients sont affectés du signe —. Ce résultat
est dfi au fait que les courants iy, i3, ..., iy, circulent par hypothése en sens
inverses de i; dans les résistances Ry,, R;3, ..., Ry
On obtient des relations analogues pour les autres mailles du réseau :
seul le coefficient du courant de maille est affecté du signe +.

3.4.2. CONSTRUCTION PRATIQUE DES EQUATIONS

Pour appliquer la méthode des mailles, on procéde en plusieurs étapes :

a) On définit m = B — N + 1 mailles indépendantes de maniére a ce que toute
branche du réseau appartienne a une maille au moins, et a deux mailles au plus.
b) On choisit le sens des courants de mailles de maniére a ce qu’ils circulent
en sens inverses dans toutes les branches communes a deux mailles.

c) On écrit directement les m équations de mailles sous la forme :

Rllil_RlziZ ...—leim= Z e

—MI
- R21 il + R22 i2 e — Rzm im: Z_E“

—le il—Rmziz ...+Rmmim= Z e

~Mm
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Dans ces équations :

e le coefficient du courant de maille, affecté du signe +, représente la
somme des résistances de la maille.

e les autres coefficients, affectés du signe —, représentent les résistances
communes avec les mailles adjacentes.

3.4.3. EXEMPLE

Considérons le réseau déja étudié avec trois courants de mailles iy, iy,

i3 tournant dans le sens des aiguilles d’une montre.
e'I
-——P R

R
)

R, B

O

:l i2:> R i Q

3

Ry

 I—

C
Les équations de mailles se déduisent immédiatement des regles pré-
cédentes :
maille 1 : (R; +Ry) ij —Ryiy =¢
maille 2 : —R,i; + (Ry+ Ry +Ry) ip —R4iz =0
maille 3: -Rgip + R4+ Rg) iz=-¢e,

3.5 Forme des équations de mailles dans le cas général

3.5.1. PRINCIPE

Lorsque le réseau étudié comporte des sources contrdlées, on peut réa-
liser sa mise en équation par la méme méthode que précédemment. Les f.€.m.
des sources contrdlées qui apparaissent aux seconds membres dans les équa-
tions ainsi formées, sont ensuite explicitées, suivant le cas, en fonction des
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courants de mailles ou des f.é.m. des sources indépendantes. On aboutit alors
a un systeme de m équations linéaires de la forme :

' il +r]2i2 +r1mim=81

Iy il + Iy i2 ety im: 82

Tmt i1 ¥ fm2 12 oo + Iym im = €m
Les seconds membres €, ... , €, sont des combinaisons linéaires des
f.é.m. des sources indépendantes :
g =aye+...+0p€p

€mn = 0m1 el+...+ocmpep

La résolution de ce systéme conduit a la détermination des courants
inconnus.

3.5.2. EXEMPLE

Considérons le réseau ci-dessous comportant une source de tension
indépendante et une source de courant contrdlée :
i Ry

——_ 1

N ORI |

o

On se propose de calculer la tension u aux bornes de la charge R.

a) on commence par transformer ce réseau en remplagant 1’association paral-
Igle (Bi / R,) par I'association série équivalente (e, = R, Bi, Ry).

; R

1 1

——{__1 A
4D i o[
%=&m?
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b) dans le réseau ainsi obtenu, le nombre de mailles indépendantes est m = 2.
Ces mailles peuvent étre définies et orientées, par exemple, comme suit :

®

Iz

s

On construit directement le systéme d’équations de mailles :

maille 1 : (R; + Ry) i} —Ryip =€ =R, Bi
maille 2 : —R2 il + (R2 +R) i2 = R2 Bl

Dans cet exemple, le courant i s’identifie a4 i;. On obtient donc le sys-
téme suivant :
R +Ry +R; B) i —Ryip =¢
_(R2B+R2)il +(R2+R)i2=0

Sa résolution fournit la valeur de i, a partir de laquelle on calcule u.

4 Méthode des nceuds

Laméthode des nceuds est une méthode d’analyse utilisable lorsque les
inconnues du réseau sont les tensions aux bornes des éléments résistifs. Elle
permet de construire directement un systéme de n = N — 1 équations indépen-
dantes, et de réaliser par conséquent un gain de B — N + 1 équations par rap-
port a la méthode des branches. Sa mise en ceuvre nécessite le remplacement
éventuel des générateurs de tension du réseau par des générateurs de courant
équivalents.

41 Principe

Dans un réseau comportant N nceuds, désignons par Glj =Gj la
conductance comprise entre les nceuds 1 et j, et par G;; la somme des conduc-
tances aboutissant au nceud 1. G| a pour expression générale :

N
G“ =G12+Gl3 + ..+ G1N= ZG]J
j=2
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Désignons par uj; = u; — uj la tension aux bornes de la conductance
G;. Avec ces notations, on peut expliciter la premiére loi de Kirchhoff au
nceud 1 sous la forme :

N N N
YGiju=| XGyj [uy— LGyjuj = M
=2 =2 =2

N
=Gju; - X Gjjuj
=2

soit :
Gl] u '—G12 Uy — ... —GIN uN = ZI]I

On constate que, dans cette relation, le coefficient G, est affecté du
signe +, alors que les coefficients G, ..., Gy sont affectés du signe —.

11 est facile de généraliser ce résultat pour établir le systeme d’équa-
tions de nceuds :

Gjju=Gppuy—... - Gyuy= 21
-G21 Uy +Gzz upy —... _GZN uy = 2—1»’]2

- GNl uy _GNZ Uy — ...+ GNN Uy = ZJ:IN

Ce systéme ne comporte en fait que N — 1 équations indépendantes.
Les potentiels uy, ..., uy étant définis & une constante additive prés, on peut
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poser uy =0 : dans ces conditions, les potentiels uy, ..., uy_  s’identifient aux
tensions entre les nceuds 1, ..., N — 1, et le nceud N. La Nieme équation, qui
se déduit des N — 1 équations précédentes en les additionnant membre a
membre, doit étre enlevée du systeme.

4.2 Mise en ceuvre de la méthode

Pour appliquer la méthode des nceuds, on procede en plusieurs étapes :
a) On choisit arbitrairement un nceud de référence auquel on attribue le poten-
tiel 0. On matérialise ce choix par le symbole de masse.
b) On numérote les autres nceuds de 1 an=N — 1.
c) On désigne par uy, ..., u, les d.d.p. entre ces nceuds et le nceud de référence.
d) On écrit directement le systeme de n équations de nceuds sous la forme :

G“ ul'—'Glz u2_"'_Gln u, = 2_1:.“

—G21 Y] +G22 u2—...—G2n u, = Zl:lz

_Gnl Ul—Gn2U2—...+GnnU": ZTI

Dans chacune de ces relations :

e le coefficient de la tension de nceud, affecté du signe +, représente la
somme des conductances reliées a ce nceud.

e les autres coefficients, affectés du signe —, représentent les conductances
comprises entre ce nceud et les autres nceuds du réseau.

4.3 Exemple

Pour résoudre, par la méthode des nceuds, le réseau déja étudié :

a) Commencons par le transformer en remplacant les générateurs de tension
par des générateurs de courant :



60 IV. Analyse des réseaux résistifs

& Ll

ONAE

J Rl B ol el el

T2

c c

b) Simplifions le réseau ainsi obtenu en remplagant les conductances en paral-

lele par des conductances équivalentes.

-
G, +G, B

A—T 1

Gﬂ G4+G5H SO

¢) Choisissons le nceud C comme nceud de référence, et attribuons respecti-
vement aux nceuds A et B les numéros 1 et 2. Matérialisons par des fleches

les tensions u; et u, correspondant a ce choix.




Circuits électriques linéaires 61

d) Explicitons directement le syst¢éme d’équations de nceuds :

neeud 1: (G + Gy + G3) u; — (G + Gy uy =— 1
neud 2: = (G + G up + (G + Gy + G4 + Gs) up =M + My

La résolution de ce systeme fournit immédiatement les tensions inconnues.

5 Théoréme de superposition

5.1 Démonstration

Lorsqu’on applique la méthode simplifiée des courants de branches a
un réseau résistif comportant & la fois des sources indépendantes et des
sources contr6lées, on commence par remplacer les générateurs de courant
par des générateurs de tension équivalents.

Dans le systéme de m = B — N + 1 équations de mailles obtenues par
application de la deuxieme loi de Kirchhoff, on explicite ensuite les f.é.m. des
sources de tension controlées en fonction des m courants inconnus, ou des
f.é.m. des sources indépendantes. On aboutit alors a un systéme d’équations
du type :

'y il +I'12 i2+ v +r1m im= z e

—Mi

Impip+rp i+ +rpnin = e

—Mm

Dans ce systeme, les seconds membres sont formés exclusivement a
partir :

e des f.ém.e .., ep des sources de tension indépendantes du réseau initial,
e des f.é.m. e'}..., e'q des sources de tension indépendantes provenant de la
transformation des générateurs de courant indépendants du réseau initial.

Calculons I’un des courants inconnus, par exemple i :

€ Iy e I
—->MI m
€ Im2 - T
i —Mm m mm
1=
n Mm
I'mi I'mm

Développons le numérateur suivant la premiere colonne, et regroupons
les termes obtenus en facteurs des f.€.m. e, ..., €pr puis e’y ..., e'q. Exprimons
ensuite les f.€.m. e'j, ..., €'q en fonction des débits n, ..., Mg des sources de
courants indépendantes :
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il = A“ €1 +..+ A]p ep + A'“ ny+ .. +A'1q T]q
Le courant de branche i; apparait comme une combinaison linéaire des
f.é.m. des sources de tension indépendantes et des débits des sources de cou-
rant indépendantes.
Cette relation peut étre généralisée a toutes les inconnues ; elle traduit
le théoréme de superposition :

L’intensité du courant dans une branche quelconque d’un réseau compor-
tant des sources indépendantes et des sources contrlées est la somme des
courants diis a chacune des sources indépendantes, agissant séparément.

De la méme manieére :

La tension aux bornes d’un élément résistif dans un réseau comportant des
sources indépendantes et des sources contrdlées est la somme des tensions
dues a chacune des sources indépendantes, agissant séparément.

5.2 Utilisation pratique

Pour déterminer la “réponse” correspondant a une source indépendan-
te donnée (intensité dans une branche, ou tension entre deux nceuds), on
neutralise toutes les autres sources indépendantes, en court-circuitant les
sources de tension et en déconnectant les sources de courant.

En pratique, la neutralisation d’une source indépendante s’effectue en
supprimant le cercle qui la matérialise.

>
— O -
source de tension court - circuit
-
(D - —|—
source de courant circuit coupé

Les sources contrdlées du réseau ne doivent jamais étre neutralisées.
On peut retenir ce résultat en énongant que :

Les losanges matérialisant les sources contrdlées ne peuvent jamais étre
enlevés.
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5.3 Exemple
Déterminons le courant i dans le réseau ci-dessous :
R,=1kQ
| E—]
| S|

A
e=6VT<> R,=2ka @ln:QmA

Ce courant peut étre considéré comme la somme i; + i, des courants
dis a la source de tension et a la source de courant :

(a) (b)

e L’analyse du circuit (a) conduit a la détermination de i, :

_ e _ 6
R +R, 3.10°

i =210 A = 2mA

¢ L’analyse du diviseur de courant (b) conduit & celle de i, :

R
i2=ﬂR—1=9-l
1+R2 3

e Le courant i vaut donc :

i=ij+iy=5mA

6 Théorémes de Thévenin et de Norton

Les théorémes de Thévenin et de Norton peuvent étre utilisés pour
déterminer I’intensité du courant circulant dans une branche particuliére d’un
réseau. Leur intérét principal tient au fait que la détermination de cette inten-
sité ne nécessite pas la mise en équation compléte du réseau.
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6.1 Démonstration du théoréme de Thévenin

N

Disposons le réseau a étudier sous la forme d’une association de 2
dip6les M et M' entre deux bornes A, A' et B, B'. On se propose de détermi-

N

ner ’intensité i du courant qui traverse le dipdle M’ a I’instant t.

A A

|
>
P

Dipdle Dipdle

@ ¢
@

a) Considérons tout d’abord le cas ou le dipdle M' est purement
passif : le courant qui le traverse est di uniquement aux sources indépen-
dantes de M.

Intercalons une source de tension entre A et A', et ajustons sa f.é.m. de
telle sorte que le courant transmis & M' s’annule a tout instant.

e

AT~ A
Dipdle actif ; _/ 6 A Dipdle passif
U, u'
M | | M
B B

(a)

Dans ces conditions, la d.d.p. u' aux bornes de M' est nulle, et la d.d.p.
ug aux bornes de M est égale ala f.€.m. e de la source intercalée. Rien ne s’op-
pose a ce que 1’on déconnecte alors le dipdle M' : e = u représente la tension
mesurée a vide entre les bornes du dipdle M.

A
——e
Dipdle actif
Up
M
——e
B
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D’apres le théoréme de superposition, on peut considérer que le cou-
rant nul dans le réseau (a) est la somme de deux courants opposés :

e un courant i résultant des effets des sources indépendantes du dipole M
lorsque la source de f.é.m. ug est neutralisée, autrement dit lorsqu’elle est
absente du réseau (figure b).

e un courant — i dii & cette source, lorsque les sources indépendantes du dipd-
le M sont neutralisées (figure c).

A A A A
A

-
Ad \ g 0|

M M M - M

_."

actif neutralisé

(b) (©

Inversons la polarité de la source supplémentaire, sans en modifier les
caractéristiques : le dipdle M' regoit & nouveau le courant i.

Uy
AN
Dipole -/ T - Dipédle
M
'
neutralisé . - M
B B

(d)

Du point de vue de ce dipdle, les situations représentées par (b) et (d)
sont strictement équivalentes : M' recoit du dipdle actif M le méme courant
que celui qu’il recevrait de 1’association série d’une source de tension de
f.€.m. uy avec le dipole M neutralisé. Cette association est appelée équivalent
de Thévenin du dipdle actif M.

b) Dans I’hypothese ou le dipdle M' est lui-méme actif, le courant i
peut étre décomposé en un courant iy dii au dipdle M travaillant seul, et un
courant iy fourni par M' lui-méme.
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Uo>
ranY
AM M MM
i . neu- neu- neu-
M M | actif tralisé tralisé tralisé
(b) - (d)
actif actif -
(@ M e (M
neu- .
\ tralisé actif
(© W U
O
M [IVE SV M'

(e)

neu-

tralisé actit

Nous venons de montrer que la réponse partielle iy, reste inchangée si,
M étant neutralisé, on intercale la source de f.é.m. ug (figures b et d). En appli-
quant une nouvelle fois le théoréme de superposition, il apparait que les
actions conjuguées de cette source et des sources contenues dans M' produi-
sent le courant total i = iy + ipp

En définitive, que le dipdle M' soit actif ou passif, le réseau actif M
peut toujours étre remplacé par son équivalent de Thévenin. Sous sa forme la
plus générale, le théoréme de Thévenin peut donc s’énoncer de la fagon sui-
vante :

e Soit un circuit linéaire disposé sous la forme de deux dipdles M et M'
reliés par deux connexions.

e Soit uj la d.d.p. & vide qui apparaitrait aux bornes de M si M' était
déconnecté, de telle sorte que M ne fournisse aucun courant.

Tous les courants et tensions dans M' resteront inchangés si, M étant neu-
tralisé, on lui adjoint en série une source de tension de f.€.m. égale a uy,

6.2 Démonstration du théoréme de Norton

Considérons a nouveau I’association des dipdles M et M', dans I’hy-
pothese ou M est actif et M' passif.

A A

Dipdle actif Dipdle passif

M M’

®e
@




Circuits électriques linéaires 67

Intercalons une source de courant entre A et B, et ajustons son débit 1
de maniere a annuler la tension aux bornes de M' : le courant dans ce dipdle
est alors égal a 0, et tout se passe comme si M était court-circuité.

A g A g
Dipdle actif - A Dipdle passif
1 ¢ ’
0
M M'
B B

Le débit M de cette source de courant est donc le courant de court-cir-
cuit i, du dip6le M. D’aprés le théoréme de superposition, on peut considé-
rer que la tension entre les bornes A’ et B' du réseau (a) ci-dessus est la somme
de deux tensions opposées :

e une tension u résultant des sources indépendantes du dipdle M, lorsque la
source de courant de débit m est neutralisée, autrement dit lorsqu’elle est
absente du réseau (fig. b).

e une tension — u due a cette source, lorsque les sources indépendantes du
dipdle M sont neutralisées (fig. c).

A A' A A
) A . M A .
M M M M
: v
actif R . neutralisé | v
B' B B'

(b) (©

Inversons le sens de la source de courant, sans en modifier les carac-
téristiques : la tension aux bornes du dipdle M' est a nouveau égale a u.

A A
Dipdle -A A Dipéle
u
M n ‘ M ]
neutralisé . °
B B'

(d
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Du point de vue de ce dipdle, les situations représentées par (b) et (d)
sont strictement équivalentes : une source de courant de débit | =i en paral-
lele avec le dipdle M neutralisé produit la méme tension aux bornes de M' (et
donc le méme courant) que le dipdle actif M. Cette association est appelée
équivalent de Norton.

b) Montrons que cette équivalence reste valable lorsque le dipdle M’
est lui-méme actif : la tension u aux bornes de ce dipdle est due aux actions
superposées des sources de M et de M' (figures a, b, c). La réponse partielle
up est inchangée si, M étant neutralisé, on intercale la source de Norton de
débit i, (figure d). En appliquant le principe de superposition aux situations
(c) et (d), on obtient le résultat (e) : la source de Norton et les sources pré-
sentes dans M' produisent une d.d.p. u = upg + upge.

MMM g M
actif neu- neu- icc uM neu-
(d)

tralisé tralisé tralisé

M biwm (b) -
actif actif
M T M
Uy \

A Hawl actif
tralisé \
(©)
\‘ UM+UM.
M ’% T M
neu- | .
tralise | actif

(e)

Sous sa forme la plus générale, le théoréeme de Norton peut donc
s’énoncer de la fagon suivante :

e Soit un circuit linéaire disposé sous la forme de deux dipdles M et M'
reliés par deux connexions.

e Soit i.. le courant de court-circuit qui traverserait les bornes de M si
celles-ci étaient reliées par un conducteur sans résistance, de telle sorte que
M ne fournisse aucune tension.

Tous les courants et tensions dans M' resteront inchangés si, M étant neu-
tralisé, on lui adjoint en paralléle une source de courant débitant un cou-
rant i.
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6.3 Enoncés pour des réseaux résistifs

Lorsque le dipdle actif M ne comporte que des éléments résistifs et des
sources, il est assimilable & un résistor unique, dés lors que ses sources indé-
pendantes ont été neutralisées. Ce résistor constitue suivant le cas :

e la résistance interne du générateur de Thévenin.
¢ la conductance interne du générateur de Norton.

Les théorémes précédents peuvent alors s’énoncer comme suit :

a) Théoréme de Thévenin

Tout réseau résistif relié a une charge entre deux bornes A et B est
équivalent, vu de cette charge, & un générateur de Thévenin constitué¢ d’une
source de tension de f.€.m. et en série avec une résistance Rr.

R, A
A
Réseau
Charge e TC) Charge
PR T
résistif _
<—
B -
B
e er est la tension a vide ug entre A et B.
— o A
Réseau
Up= &
résistif |
—— ———e B

e Ry est la résistance équivalente au réseau entre A et B lorsque ses sources
indépendantes sont neutralisées, les sources controlées étant maintenues.

La détermination de la résistance Rt du générateur de Thévenin peut
soulever quelques difficultés lorsque le réseau comporte des sources contrd-
lées. Dans ce cas, on procede de la maniére suivante, apreés neutralisation des
sources indépendantes :

e on applique une tension extérieure u = u, — ug aux bornes du réseau
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e on calcule (ou on mesure) I’intensité i du courant qui pénetre alors par la
borne A.
¢ on en déduit ensuite Ry, par application de la loi d’Ohm :

A i

Py -
-

Réseau

Ot
‘ u
neutralisé

we

b) Théoréme de Norton

Tout réseau résistif relié a une charge entre deux bornes A et B est
équivalent, vu de cette charge, a un générateur de Norton constitué d’une
source de courant de débit Ny en paralléle avec une conductance Gy = 1/Rt.

A
A °

e 4O ]

Réseau

1

] Charge
résistif

e Ty est le courant de court-circuit i, obtenu lorsqu’on relie les bornes A et B.

Réseau

résistif

® R = 1/Gy est la résistance interne du générateur de Thévenin équivalent au
réseau.
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6.4 Equivalence Thévenin-Norton

Nous avons montré au chapitre 3, paragraphe 3-2 qu’un générateur de
tension peut étre transformé en générateur de courant et inversement. Il exis-
te donc une relation trés étroite entre les équivalents de Thévenin et de Norton
pour un réseau actif résistif.

B — e A
L
Ry
A
‘D RI| ®
er
— B
» A
A
Réseau
R 0 f@ Gn H R )
résistif N
B
B

(@)

‘O

Tin Ry

Si on transforme 1’équivalent de Norton (c) du réseau (a), on obtient
une source de tension de f.€.m. NyRt en série avec la résistance Ry (figure d).
Par comparaison avec 1’équivalent de Thévenin (b), on en déduit :

Ug=er= RTnN = RT iCC'

Cette équivalence peut étre mise a profit pour déterminer la résistance
interne des générateurs équivalents de circuits contenant a la fois des sources
indépendantes et contrélées : il suffit en effet de déterminer la tension ug en
circuit ouvert, le courant de court-circuit i, et d’effectuer ensuite le quotient
Rt = uy/i,. de ces deux grandeurs.

Cette facon de procéder est souvent plus rapide que la méthode direc-
te exposée au paragraphe 6.3. Elle offre en outre la possibilité d’utiliser ulté-
rieurement 1’un ou I’autre de ces équivalents.
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6.5 Exemples

6.5.1. PONT POTENTIOMETRIQUE

Cherchons les équivalents de Thévenin (b) et de Norton (c) du réseau
(a) ci-dessous connecté a la charge R entre les bornes A et B :

R, A R; A
1|
A A
e R, |:| R er| <> R l:l
-
B
@ (®) 5

» >

(c)

e et est la tension a vide ug entre A et B.

o1(]

D

)
n

I 1

| S|

me ——————P o>

c
o

Le circuit obtenu lorsqu’on enleéve la charge R est un diviseur de ten-
sion. On a donc :
€ R2
er =uyg=—"—
Ry +R,
e 1 est le courant de court-circuit i, circulant de A vers B lorsque ces deux
bornes sont reliées par un conducteur sans résistance.
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A
| S—— |
R;
4D ST
B

Dans ce cas, le courant dans R, est nul, de sorte que :
NN = iee = —
N cc Rl

o R est la résistance du dipole AB lorsque la source de tension est rempla-
cée par un court-circuit :

R
Ry =R //Ry =—1K2_ A
Rl + R2
On remarque que Ry est bien R, R,

égal au quotient :

RT=e_T=u_O=—eR2 Ry 8
NN icc R1'*'RZ € 7

6.5.2. RESEAU COMPORTANT DEUX SOURCES INDEPENDANTES

Déterminons les équivalents de Thévenin (b) et de Norton (c) du
réseau (a) ci-dessous relié & la charge R entre les bornes A et B :
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A
Ry
A
R, Rz A eT‘ C) R
2kQ 3kQ - B
e f T R (b)
4V n 1kQ
2 mA
g -— ? A
(@
A{ ) R R
T1N| i
» B

(0

Uy U,
- N
— —e A
R, R, A
eT n?@ Uo
e B

c’est la somme des tensions :
up=e+u;+up
Le courant circulant dans R, est nul. De ce fait, la tension u, est éga-
lement nulle et le courant circulant dans R, en sens inverse de u;, est égal a
M. On peut donc exprimer u; en fonction de M au moyen de la loi d’Ohm et
en déduire ug :

U0=CT=C+U1=C+R1T]=4+2.2=8V

e Ty est le courant de court-circuit circulant de A vers B dans le réseau (d)
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e e B
R, R, e
A A( } i Aé > A
el ol e e/R, ol R R,
B <o
(d) (e)

Le calcul de ce courant peut se faire au moyen du théoréme de super-
position. On peut aussi se ramener au diviseur de courant (e) et en déduire :
. e R 2
NN Siee =| =—+M |[——=4.2=16mA
R; R;+R, 5

e Ry est la résistance du dip6le AB lorsque ses deux sources sont neutrali-

sées, soit :
R, R,

11— A

RT=R1+R2=5 kQ —_—

On vérifie que cette valeur est bien égale au quotient :

-5 sk
1,6

_-Slaa
Z |4

6.5.3. RESEAU COMPORTANT UNE SOURCE CONTROLEE

A
i 1/G,
A 1/G ska
n ! R
4mA|€> 2kQ A H
e=ri |
r=1V/mA
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Pour déterminer les équivalents de Thévenin et de Norton du réseau ci-
dessus, vu par la charge R, calculons successivement :

e lad.d.p.avideentre AetB:

o >

B

Le circuit considéré est un circuit a deux nceuds : ug est la tension aux
bornes de G, ; c’est aussi la somme e + u des tensions aux bornes de la sour-

ce controlée et de G,.
Pour résoudre ce circuit 2 deux nceuds, il suffit d’appliquer la loi des
nceuds, par exemple en A :

ZGy=1n

soit :
Giuyp+Gyu=nm

avec :
u=ug—€=uy—ri

Le courant i; peut étre remplacé par G| ug :

u=uy-rGjug

de sorte que M a pour expression :
N=(G;+G,-1G; Gy yy

et:
ug=er = n = 4 =£=6V
G +G,-rGG, 1,1 1 4
2 3 6

e le courant de court-circuit i :

n? G
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La d.d.p. entre les bornes A et B étant égale & zéro, les courants i; eti,
sont nuls : i, est égal a ), c’est-a-dire a 4 mA.

o la résistance équivalente Rt au réseau neutralisé :

On relie le réseau neutralisé, qui conserve sa source contrdlée, a une
source de tension de f.é.m. u' = u, — ug. On calcule le courant i qui pénétre
alors dans le réseau par la borne A :

u' est la tension aux bornes de G ; c’est aussi la somme u + e des ten-
sions aux bornes de G, et de la source controlée. La loi des nceuds s’écrit alors
enA:

i=Gu'+Gyu
avec :
u=u-e=u-rij=u'-rGu
soit :
i=(G;+G,-rG Gy v’
R est égal par définition au quotient de u' pari :
1 1 6

= =—=1,5kQ
G1+G2—I'GIGZ l 4
6

Rt =T 1
—_ + —_—
2 3
On vérifie que I’on a encore :

Rp=L-08_1510
N 4

7 Théoréme de Millman

Ce théoréme fournit I’équivalent de Thévenin d’un réseau constitué
par la mise en paralléle de générateurs de tension, autrement dit de dipdles
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formés par I’association série de sources de tension et d’éléments résistifs
(chapitre 3, § 3.5.2).

Si on remplace ces générateurs par les associations paralléles équiva-
lentes sources de courant-éléments résistifs, on obtient immédiatement le
générateur de Norton équivalent au réseau, de débit :

N =2 Gje;
J

et de conductance :
GN = ?Gj

On en déduit la f.é.m. du générateur de Thévenin équivalent a I’asso-

ciation précédente :
P _ZGjej
CT = ZG
L. . J
et sa résistance interne :
Rp=——
2G;
]

8 Théoréme de Kennely

Considérons le réseau étoilé ci-dessous formé par n conductances
Gy, ..., G, reliées au nceud O.
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Considérons d’autre part le réseau obtenu en reliant deux a deux les
n sommets d’un polygone par des conductances Gj.

On cherche a déterminer les conductances Gy pour lesquelles les cou-
rants injectés aux nceuds 1, 2, ..., n sont les mémes dans les deux configura-
tions lorsque les potentiels de ces nceuds sont identiques.

Si on écrit les équations de nceuds pour le polygone, on obtient une
série d’expressions du type :

i] = Glz (ul - U2) + G13 (Ul —U3) +...+ Gln (ll] - Un)
soit :
[11 - (Gn + G13 +...+ Gln)ul ] + G12u2 + G13U3 +...+ G]nun =0
et ainsi de suite n fois. Pour 1’étoile, on a simplement :
i] = Gl ul, i2 = G2 Uz, veey in = Gn u,

Les potentiels étant les mémes par hypothése, on peut comparer les
deux expressions :
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Giu+Gyuy+...+Guu, =0

[GI _(Gl2+Gl3 + "‘+Gln )]Ul +Glzll2 +Gl3ll3 +...+G]nun =0

et en tirer une relation entre les coefficients :

Gl“(Glz +"'+Gln)=GIZ =$=...= G]n _ G]
Gl Gz G3 Gn Gl +G2 +...+Gn
onen déduit : Gy, -GG
G] +...+Gn
. GGy
eten généralisant : Gy =—=—
2G;

Enoncés des exercices
Parameétres d’un réseau

EXERCICE 4.1 :

a) Calculez les parametres N et B du
réseau ci-contre, ainsi que le nombre
de ses mailles indépendantes.

b) On désire constituer un syst¢me de
mailles indépendantes incluant la D
maille ABD. Quelles sont les solutions
possibles ?

EXERCICE 4.2 : B c

a) Calculez les parametres N et B du

réseau ci-contre.

b) Déterminez I'ensemble des sys- A
temes de mailles indépendantes
incluant les mailles ABE et ECD.
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Méthode générale des courants de branches

EXERCICE 4.3 :

a) Déterminez les paramétres du
réseau ci-contre.

b) Calculez la tension u par la métho-
de générale des courants de branches.
On donne : ¢ =2V ;e =1V
RI=ZQ;R2=3Q;R3=IQ.

EXERCICE 44 :

a) Dans le réseau a 6 branches et 4
nceuds représenté ci-contre, explicitez
les équations permettant de déterminer
les courants inconnus.

b) Montrez que I’on peut se ramener a
un systeme de trois équations dans
lequel les inconnues sont iy, i, i3.

Méthode simplifiée des courants de branches

EXERCICE4.5:

a) Déterminez en fonction de iy, iy, i3,
les courants de branches inconnus cir-
culant dans les sens indiqués sur la
figure ci-contre.

b) En choisissant les mémes mailles
indépendantes que dans I’exercice
précédent, montrez que 1’on aboutit
directement aux mémes équations.

EXERCICE 4.6 :

Traitez I’exercice 4.3 par la méthode simplifiée des courants de branches.
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EXERCICE 4.7 :

Déterminez a quelle condition doivent
satisfaire les résistances Ry, R,, R3, et
R4 pour que le courant i soit nul.

EXERCICE 4.8 :
Calculez i et u par la méthode des branches.

6 kQ 2kQ

A —— B
| S |
iv4
A 1
10V 1kQ 3 kQ u
c 10kQ
/AR
c /
—b>
20V

EXERCICE 49 :

Calculez I’intensité i du courant qui circule de A vers C par la méthode des
branches.

2V
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Méthode des mailles

EXERCICE 4.10 :

Complétez comme suit 1’exercice 4.2 :

a) Le courant de maille ABE étant orienté dans le sens des aiguilles d’une
montre, choisissez le sens des autres courants de mailles.

b) Quels sont les systemes de mailles indépendantes permettant de calculer
directement les courants circulant dans les branches BE et EC ?

EXERCICE 4.11 : €, u

Le réseau ci-contre a fait 1’objet ‘@—:}—
R

d’une analyse au § 3.4.3. i

a) Calculez numériquement la ten-
sion u aux bornes de R;, pour A —I
e;=1V,e=2V; R =1kQ; R A
R, =2kQ;R3=3kQ;Ry=4kQ;

Rs = 5 kQ. R, ./:) R H isg

b) Reprenez I’étude de ce réseau en
sélectionnant les mailles indépen- c
dantes ci-contre. Montrez que la
valeur numérique de u est la méme
dans les deux cas. Comparez les 5 3
deux calculs.

EXERCICE 4.12 :

Traitez I’exercice 4.7 par la méthode des mailles.

EXERCICE 4.13 :

Traitez I’exercice 4.8 par la méthode des mailles.

EXERCICE 4.14 :

Traitez I’exercice 4.3 par la méthode des mailles.
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EXERCICE 4.15 :

On considére le réseau ci-contre com-
portant une source de tension indépen-
dante et une source de tension contrd-
1ée.

Calculez la tension u par la méthode
des mailles.
Ondonne:e=5V;R;=1Q;

R, =4Q;R;3=20Q.

EXERCICE 4.16 :

Calculez la tension u en fonction de e.

EXERCICE 4.17 :

R
Calculez par la méthode des mailles : { }
a) Les courants i et i' en fonction de e.
b) La résistance R' équivalente au R R
c A .. 4 D 5
dipdle AB vue par le générateur (e, R). A l<d C

c) Le rapport p/p' entre la puissance p i
absorbée par Rs et la puissance p'
fournie par le générateur (e, R).
Ondonne : R; =1kQ ; R, =2kQ ;
R3=3kQ;R4=4kQ;R5=10kQ; e?
R =8kQ.
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EXERCICE 4.18 :

Dans le réseau ci-contre, la source de
courant débite un courant i} = 11 mA.
Les six résistances ont méme valeur :
R=1kQ.

a) Calculez numériquement les cou-
rants i, et is.

b) Déterminez la résistance équivalen-
te au réseau vue par la source de cou-
rantentre les bornes A et B.

Méthode des nceuds

EXERCICE 4.19 :
Traitez I’exercice 4.8 par la méthode des nceuds.
EXERCICE 4.20 :

a) Explicitez sous forme littérale les

équations de nceuds permettant de S T — “__
déterminer les tensions u; et u, en L

fonction de la f.é.m. e. R

AN.:R =1kQ;R,=0,5kQ; A R, ¢ R,
R3=033kQ;Rs=0,25kQ; ey o B
R=0,1kQ;e=124V T

b) Calculez numériquement les gran- A

deurs suivantes : H H R e ) Re I:I ve
1-1a d.d.p. u aux bornes de R,

2- la puissance p fournie par la source

de tension, D
3— la résistance équivalente au réseau,
vue par la source de tension.

EXERCICE4.21:

Traitez la premiere question de I’exercice 4.17 par la méthode des nceuds.
EXERCICE 4.22:

Traitez I'exercice 4.16 par la méthode des nceuds.

EXERCICE 4.23:

a) Ecrivez sous forme littérale ordonnée les équations de nceuds permettant la
résolution du réseau ci-dessous :
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Rs B R c
— Ty
\

s
i A
|

Jo St ] -

/7)/7 M

Uy

AC 1B

b) Déduisez-en les valeurs numériques des rapports A = uy/u;, A' = uy/e,
A" =uj/e, et Y =i/e en précisant les unités.

c) Calculez le gain en puissance Gp = p/p', ol p' représente la puissance four-
nie par le générateur (e, Rg) et p la puissance absorbée par la charge R;. On

donne :
RG=R=2kQ;RL=2OOQ;R1=1kQ;R2=4kQ;B=25

Théoréeme de superposition

EXERCICE4.24:

Traitez I’exercice 4.3 par le théoréme de superposition.

EXERCICE 4.25 :

Déterminez la valeur de R pour laquelle la tension u est égale a2 V.,
2Q

A A
10\/‘ R U_IA‘\ 1Q

Théorémes de Thévenin et de Norton

1 RZ
}—e A
EXERCICE 4.26 :
Déterminez les générateurs de
Thévenin et de Norton équivalents au e? Ra

dipdle représenté ci-contre.

* s B
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EXERCICE 4.27 :

Déterminez la tension u aux bornes de la résistance de charge R par appli-
cation du théoréme de Thévenin entre A et B, puis C et D.

2kQ A 1k c 1kQ

A R
C u
ecsV| 2 kQ 2kQ o ko

EXERCICE 4.28 :

Traitez I’exercice 4.3 par application du théoréme de Thévenin.

EXERCICE4.29:

Traitez 1’exercice 4.23 par application des théoremes de Thévenin et de
Norton en prenant les mémes valeurs numériques :

a) Calculez la d.d.p. uy = f(e) qui apparaitrait entre les bornes E et M si la
charge R était déconnectée.

b) Calculez le courant i, = g(e) qui circulerait de E vers M si la charge Ry,
était court-circuitée.

c) Déduisez-en la résistance interne Rt du générateur équivalent au montage,
vu par la charge R entre les bornes E et M.

d) Retrouvez par un calcul direct la valeur de Rt (R est la “résistance de
sortie du montage” notée ry).

e) En utilisant le générateur de Thévenin ou de Norton équivalent au monta-
ge, calculez le gain en tension A' = uy/e.

f) Calculez la résistance équivalente au montage vu par le générateur (e, Rg)
entre les bornes B et M ( cette résistance notée r,, est la “résistance d’entrée”
du montage).

EXERCICE 4.30 :

a) Déterminez la f.é.m. e et la résistance interne Ry du générateur de
Thévenin équivalent au montage vu par la charge R entre les bornes de
sortie D et M.
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R
| —
| S |
Rs D
- — ‘ >
u
<— gu :
A
e | R [:' R, R,

b) Déduisez-en le courant de sortie i. On donne : Rg=R =2kQ;R; =200Q;
R, =10kQ ;R =4,8kQ; g=5mA/V.

EXERCICE 4.31:

a) Le réseau A peut étre converti sous la forme B. Indiquez la valeur de
chaque élément du schéma B en fonction des éléments de A.

b) Donnez, sous forme littérale ordonnée, les équations de mailles permettant
la résolution du réseau B.

c) Calculez i et u en fonction de e.

d) Calculez le gain en puissance Gp = p/p', oil p représente la puissance absor-
bée par la charge R;_ et p' la puissance fournie par le générateur (e, R).
Ondonne:R=Ry=R; =2kQ;R;=200Q;R,=8kQ; =40
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EXERCICE 4.32 :

On considere le réseau ci-dessous :

ORISR

a) Ecrivez la loi des nceuds en B en prenant comme inconnue u.

b) Déduisez-en le gain en tension A = u/e en fonction de f, R, R, etR,.

c) On enléve la charge R,. Que vaut alors le courant qui circule dans R de A
vers B ? Exprimez la tension a vide ug entre B et C en fonction de e, B, Ry, R.
d) On court-circuite les bornes B et C. Que vaut alors la tension u ?
Déterminez le courant i, qui circule dans le court-circuit de B vers C en fonc-
tiondee, B, Rj et R.

e) Déterminez a partir des résultats précédents la résistance interne du géné-
rateur de Thévenin vu par la charge R, entre B et C.

f) Retrouvez I’expression du gain en tension en introduisant le générateur de
Thévenin.

EXERCICE4.33:

a) Déterminez les générateurs de Thévenin et de Norton équivalents au mon-
tage vu par la résistance R entre les bornes B et C.

A R, B
— o -
Iy
RG
R, u R
A
el R,
—
- .
~ c
77777 Ra

b) Déduisez-en la tension u. On donne : e = 10V ; RG=2,5kQ; R; =1 kQ;
Ry=2kQ;R3=3kQ;R;=4kQ;R=450Q.
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Théorémes de Millman et de Kennely

EXERCICE 4.34 A
Déterminez le générateur de tension
équivalent au réseau connecté au R, R,
dipdle X, par application du théoréme X
de Millman. A A
€ ’ e, |
B

EXERCICE 4.35 :

On considere les réseaux (a) et (b) représentés ci-dessous, alimentés par une
source de tension de f.€.m. e, appelés respectivement réseau en T ou triangle,
et réseau en T ou étoile. Cherchez les relations auxquelles doivent satisfaire
les résistances R; et R;; pour que les tensions u soient les mémes.

A Ry B A R, R, B
e?() Ris fjl Ras [] ' u u
Cﬁ (a) C 'C (b) C

EXERCICE 4.36 :

a) Transformez le réseau de I’exercice 4.7 en remplacant le “triangle” ABD
par “I’étoile” équivalente.

b) Calculez numériquement le courant i' que débite le générateur de tension
poure =10V ;R =R;=1kQ; Ry =R3=2kQ;Rs =R =0,1 kQ.

c¢) Calculez numériquement i.



CHAPITRE 5

Réseaux R L C en régime
permanent sinusoidal

1 Généralités
1.1 Définitions

o Un signal est dit périodique, de période T, si I’'une de ses grandeurs carac-
téristiques s(t) (intensité, d.d.p., ...) prend la méme valeur, en variant dans le
méme sens, a I’instant t + T qu’a I’instant t quelconque :

s(t + T) = s(t)

o Un signal est dit alternatif, s’il est périodique de période T, et si la valeur
de I'une de ses grandeurs caractéristiques a I’instant t + T/2 est I’opposée de
sa valeur a I’instant t

s(t+T/2)= —s(t)= —s(t +T)

¢ Un signal est dit alternatif sinusoidal, si s(t) est une fonction sinusoidale du
temps :

s=s(t) =S cos (0t + Q)

Dans cette expression :
e S est I’amplitude du signal s(t)

. 1
o = 2mv est sa pulsation, v= ?

sa fréquence.

o (@ estsaphase.



92 V. Réseaux RLC en régime permanent sinusoidal

1.2 Valeurs moyennes et efficaces

1.2.1. QUANTITE D’ELECTRICITE

Entre les instants O et t, la quantité d’électricité transportée par un cou-
rant alternatif sinusoidal d’intensité i = I cos wt est :

t t
qe = Iidt = chosmt.dt
0 0

I, S
= —[sinwt], = —sin ot
N} 0}
Sur un laps de temps égal a une période :

T
qr =chosmt.dt=0
0

La quantité d’électricité traversant une section droite d’un conducteur
pendant une période est nulle.

1.2.2. VALEUR MOYENNE DE L’INTENSITE

La valeur moyenne de I’intensité entre les instants O et t est la quantité :

t
= 11, I .
iy =— | idt = —sinwt

Elle est nulle sur un laps de temps égal & une période :

1.2.3. VALEUR QUADRATIQUE MOYENNE DE L’INTENSITE

La valeur quadratique moyenne de I intensité entre les instants O et t
est par définition la valeur moyenne de i2 :

S 1
i2 = _Iizdt = —J‘I2 cos? ot.dt
tJo tJo
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sit=T:
7 IJ'T2(1+0052(0t)
iT==|1"———~dt
TJy 2
2 1 T
[t+—sm2wt}
2T 2m 0
soit : _ )
o 1
it =—
T=5

1.2.4. INTENSITE EFFICACE

La quantité de chaleur W dissipée par effet Joule, pendant une pério-
de, dans une résistance R parcourue par un courant périodique quelconque i
de période T a pour expression :

W= J‘Rl dt= J =RTi lT
posons : =
Lege = \/;

W s’écrit dans ces conditions :

W= RIzeff T

C est la quantité de chaleur qui serait dissipée si la résistance était par-
courue par un courant continu d’intensité I g. Cette quantité représente, par
définition, I’intensité efficace :

L’intensité efficace d’un courant périodique est I’intensité du courant
continu produisant la méme dissipation d’énergie par effet Joule.

En utilisant les résultats du paragraphe précédent, on établit le résultat
suivant :

L’intensité efficace d’un courant sinusoidal d’amplitude I est I¢ =

L
V2
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Attention :

e Larelation I ¢= L n’est valable qu’en régime sinusoidal.

V2
e Les appareils de mesure dotés de calibres repérés par le symbole ~ sont
généralement congus pour fournir des valeurs efficaces de tensions ou d’in-
tensités sinusoidales. Leurs indications sont donc fausses pour des mesures
réalisées en régime périodique non sinusoidal, sauf s’il s’agit d’appareils por-
tant ’indication “RMS”".

2 Représentation d’une grandeur sinusoidale

2.1 Représentation vectorielle
On peut associer a une grandeur sinusoidale :
s =S cos (ot + @)

5
un vecteur OM appelé vecteur de Fresnel, de norme S, tournant dans le sens
trigonométrique a la vitesse angulaire ®. Ce vecteur fait a I’instant t ’angle

v,

SN
s X

La projection de 0_1{/1 sur I’axe Ox, est égale a :
S cos (ot + @)

et représente donc la grandeur s elle-méme.

Cette représentation peut étre utilisée pour additionner des grandeurs
sinusoidales de méme pulsation ®, dont les phases sont différentes.
Considérons par exemple les deux grandeurs :
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VA
$1 =S| cos (®t + @) M,

Sy = Sy cos (Ot + @)

=V

représentées respectivernent par les vecteurs OM| et OM2 . La somme de ces deux
- -
grandeurs est égale a la somme des projections des vecteurs OM| et OM

. _> %
$1 + 83 = proj (OM, ) + proj (OM, )

Cette somme des projections est aussi égale a la projection du vecteur

- -
OMI + OM2 :

- = e -
proj(OM) + proj(OM2) = proj(OM+ OM2)
Il est donc possible de trouver la valeur :
S=81+8)

_)
par une méthode graphique, en composant tout d’abord les vecteurs OM| et
%
OM3, et en projetant ensuite leur résultante sur I'axe Ox.

y A

2.2 Représentation complexe

2.2.1. GENERALITES

Pour éviter toute ambiguité, on utilise dans ce cours les notations sui-
vantes :

e On souligne les nombres complexes pour les distinguer des réels.
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e On désigne par j le nombre tel que j2 = - 1.

Avec ces notations, un nombre complexe peut toujours se mettre sous
I’'une ou ’autre des formes équivalentes :

Z=a+jb forme cartésienne
Z=7(cos @+ jsing)=Zel® forme trigonométrique

A ce nombre complexe est associé un point M dans le plan complexe.

axe des
imaginaires
A M
bl .
z :
¢ X .
. axe des réels
o} a o

e Les coordonnées cartésiennes a et b de ce point représentent respective-
ment les parties réelle et imaginaire de Z :

a=Re[Z]=Zcos@

b=3m[Z]=Zsing
e Les coordonnées polaires Z et ¢ du point M représentent respectivement le
module et I’argument de Z :

z=|

¢=Arg[Z]

Dans la plupart des cas, on effectue tout d’abord des opérations sur des
nombres complexes écrits sous forme cartésienne, et on cherche en fin de cal-
cul a présenter le résultat sous forme trigonométrique. Il faut donc savoir
exprimer Z et ¢ a partirde aetb :

e Le module Z du nombre complexe Z peut étre évalué géométriquement
au moyen du théoréme de Pythagore :

Z| =27 =Va% +b>

e L’argument de Z doit étre calculé différemment suivant le signe de a :
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¢ = Arg[Z] = Arctg[b/a] sia>0
=7+ Arctg[b/a] sia<O

On aboutit trés souvent a des expressions générales de la forme :
a +jb _ 2y

z=1")
T ax+jby Z,

e Le module de ce nombre complexe est :

o Son argument est :

¢ = Arg [Z;] - Arg [Z,]

2.2.2. PRINCIPE DE LA REPRESENTATION

Dans la représentation de Fresnel, on associe au signal
s =S cos(mt + @) le point M situé a la distance S de I’origine 0, dans la direc-
tion faisant I’angle wt + ¢ avec I’axe Ox.

axe des
imaginaires
Y M M
-] /0
/
'\ ot+¢ ot + ¢
O e Coim— - B
e} X o} . axe des réels

A ce méme point M correspond, dans le plan complexe, le nombre
complexe :

s=Sel@+0) - S[cos(wt + @)+ j sin(wt +¢)]

Dans la représentation de Fresnel, la projection du point M sur I'axe
Ox restitue le signal s & I’instant t. Dans le plan complexe, la projection de ce
point sur I’axe des réels restitue de la méme maniere le signal & ’instant t :

s = Re[s] = Scos(wt + @)

La méthode des nombres complexes peut donc étre utilisée, par analo-
gie avec la méthode de Fresnel, pour additionner des signaux de méme pul-
sation, mais de phases différentes.
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Si:
s} =S, cos (ot + ¢))
Sy =S, cos (Wt + @)
ona:

S$=8) +8p = ERe[ej(mS ejq’] = 9Te[§| + §2] = me[ejmt{slej(pl +S,ei?2 }]

Pour éviter d’alourdir inutilement les calculs, on convient de faire abs-

traction des exponentielles ei®, en associant a tout signal sinusoidal
s = S cos(wt + @) son amplitude complexe :

L’amplitude complexe S de la somme s =s; + s, de deux signaux sinusoi-
daux de méme pulsation ® est la somme de leurs amplitudes complexes :

S=5+S;

Dans ces conditions :

De plus :

e Le module de S est ’amplitude du signal s.
e L’argument de S est la phase de ce signal.

s =[S|cos(wt +Arg [8])

3 Propriétés des dipdles passifs en régime
sinusoidal

3.1 Résistor

Si on applique une tension T i
u = U cos (ot + ¢) aux bornes d’un

résistor, celui-ci est parcouru, confor-
mément a la loi d’Ohm, par un courant
d’intensité :

i= % gcos(wt + @) = Icos(mt + )
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On remarque que ce courant est en phase avec la tension et que son
amplitude a pour valeur :

-
R

. J 3 x e N
Sur le diagramme de Fresnel représenté a I'instant t = — £ od
ot + @ =0, les vecteurs associés a u et a i, de longueur respectives U @

etI= Y sont portés par I'axe des x :
R

! u
———— >

o} X
En notations complexes, on associe respectivement a u et a i les ampli-
tudes complexes :
U=Ue/® =RIe)?
I=1e®

Ces 2 grandeurs satisfont a la relation linéaire :

3.2 Condensateur

Un condensateur parfait est un T i
dipdle traversé par un courant propor-

tionnel & la dérivée par rapport au
temps de la d.d.p. appliquée entre ses
bornes.

A condition d’orienter en sens inverses les fleches associées au et ai,
cette propriété peut se traduire par la relation :

ol
dt

C est la capacité du condensateur exprimée en farads, de symbole F. Si
on lui applique une tension :

u="U cos (0t + Q)

le courant a pour expression :
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i=C%=—mCUsin(mt+({))
T
=wCU cos[mt+(p+5:|
T
=Icos|:mt+(p+5}

On constate que :

. T
Dans un condensateur parfait, le courant est en avance de phase de — sur
la tension entre ses bornes. 2

L’amplitude du courant est liée & celle de la tension par la relation :

Sur le diagramme de Fresnel représenté a I’instant ot ot + ¢ =0 :

e le vecteur associé a u, de longueur y
U, est porté par I’axe des x.

. oCU
e le vecteur associé a :

i=w0C U cos g = 0, de longueur

Yc

ol J

o C U, est dirigé suivant les y positifs.

On peut refaire cette construction a un autre instant, par exemple

T
lorsque cot+(p+5=0 :

YA

e le vecteur associé a : oCU

4 . O —» >
u="U cos Y = 0 est alors dirigé X
vers les y < 0.
e le vecteur associé a :
i=o C U cos (0) est alors dirigé

yu

suivant les x > 0.
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En notations complexes, on associe respectivement a u et a i les ampli-
tudes complexes :

U=Ue®
(= n
o) fen)
I=1Ie 2 =c0CUe( 2)=@CU el®e 2
=joCU

. 5.
puisque e 2 =j.
On constate que ces deux grandeurs satisfont aux relations linéaires:

I=joCU U=—L1
wC

Remarque :

Ce résultat peut s’établir directement a partir de signaux complexes :
i=Iel® = Cd—E=CU—d—(ej“”)=ijUejm‘
dt —dt -
I1 résulte du fait que la dérivation d’un signal complexe par rapport
au temps équivaut a sa multiplication par jo.

3.3 Bobine

Une bobine parfaite est un
dipdle qui présente entre ses bornes
une tension proportionnelle a la déri- L
vée par rapport au temps du courant
qui le traverse.

A condition d’orienter en sens inverses les fleches associées a u et a i,
cette propriété peut se traduire par la relation :

u=Lg
dt

L est I’inductance du dipdle, exprimée en henrys de symbole H. Si on désigne
le courant traversant I’inductance par :

i=1Icos (0t + @)
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la tension entre ses bornes a pour valeur :

u=L%=—wLIsin(mt+(p)

=0)LIcos((ot+(p+§)

= Ucos((ot+(p+§)

On constate que :

Dans une bobine parfaite, la tension est en avance de phase de /2 sur le

courant.

L’amplitude de cette tension est liée a celle du courant par la relation :

Sur le diagramme de Fresnel représenté a I’instantou ot + @ =0 :

e le vecteur associé a i, de longueur I y T
est dirigé suivant les x positifs.
oLl
e le vecteur associé a u, de longueur
LI est dirigé vers les y positifs. L -
0 X

En notations complexes, on associe respectivement a u et a i les ampli-
tudes complexes :

j[tpﬂ) LA .
U=Ue '\ 2%/ =opLle®e 2 =joLle?

On constate que ces deux grandeurs satisfont la relation linéaire :

U=joLIl

Ce résultat peut s’établir directement a partir des signaux complexes.

4 Méthodes d’analyse des réseaux en régime
sinusoidal

Lorsqu’on analyse un réseau RLC en régime sinusoidal, on cherche a
déterminer suivant le cas, les B courants de branches ou les tensions corres-

N

pondantes. Nous allons montrer qu’il est possible d’utiliser a priori trois
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méthodes différentes, mais que parmi celles-ci, la méthode des amplitudes
complexes est de loin la plus commode, dans la mesure ot elle permet d’uti-
liser les techniques développées pour les réseaux résistifs.

4.1 Méthode directe

Considérons le réseau a une
maille ci-contre alimenté par une sour-

ce de tension de f.é.m. : e ?() L

e =E cos (0t + @) :

(@)

On peut étudier ce réseau par simple application de la loi des mailles :
Zu=0

Pour cela, on commence par choisir arbitrairement un sens pour le cou-
rant : par exemple celui de la fléche associée a e. Ce choix détermine 2 la fois
la valeur des tensions aux bornes des dipdles passifs et le sens des fleches
associées.

< ————.
R ‘ T
0 g .
C

On obtient alors la relation :

e:uR+uL+uC

e=Ri +£+—J dt

On peut résoudre cette équation intégro-différentielle en cherchant une
solution de la forme i = I cos (wt + ¢;) pour laquelle :
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ugp =Ri=RI cos((nt + (pi)

up =0)LIcos(cot+g+(pi)

uc = ! cos((ot I (0] )
EYe 2 7
L’équation de maille s’exprime alors sous la forme :

E cos(ot + ¢, ) = I[R cos(t + ¢;) + L cos(wt + g +@;)

1 T
+ ——cos(ot — =+ ©;
(oCCOS( 2 9i)]

Effectuons le changement de variable :
ot' = ot + @;

qui implique :
Ot + Qe = Ot +Q — @;

Posons d’autre part :
P=0e— 0

la relation précédente devient :
i} ’ \} n 1 ) n
E cos(t' +¢)=1I| Rcoswt' +@L cos| ot += |+—=cos| ot' —=
2) oC 2

soit :
. . T
E[cos ot' cos ¢ —sint'sin ¢] = I[R cos wt' +0 L cos ot'.cos >

. , . T 1 , 1 1 . . i1
— oL sinwt'.sin—+ ——cos ot' cos| —— [-——sin ot'.sin[ —— (]
2 oC 2) oC 2

On se ramene alors aux 2 équations :
E cos ot' cos ¢ =1 cos ot' .R

Esinot' sing =1 sinot' [u)L——l—]
oC

d’ol1 I’on déduit :

2
E?2 =12{R2+(mL—L] }
oC
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soit :
I= E
2
R2+[0)L——j
C
et:
oC
go=——r = tg(¢e — ;)

4.2 Méthode de Fresnel

Pour résoudre le réseau précédent, on peut construire son diagramme

-
de Fresnel a un instant particulier, par exemple a I’instant oil le vecteur OM
de longueur I, associé au courant i =1 cos (wt + ¢;) est porté par I'axe des x.

A cet instant :

ﬁ
e le vecteur OA associé a ug, de longueur Ug = RI, est colinéaire a ce vec-
teur, puisque le courant et la tension sont en phase dans un élément résistif.

__)
e le vecteur AB associé a u, de longueur U = wLI est dirigé vers les y > 0,
puisque la tension est en avance de phase de m/2 sur le courant dans une
inductance. '

-
e le vecteur BC associ€ a uc, de longueur U = -IE est dirigé vers les
®

y < 0, puisque le courant est en avance de phase de 7/2 sur la tension dans un

condensateur.

Yy A B
|

E
V@ _
o} A0M

|
X

__)
Larésultante OC de ces trois vecteurs est associée a la tension totale aux
bornes de ces trois dipdles, autrement dit a la f.€.m. e de la source de tension.

e La longueur OC de ce vecteur est égale a E.
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e L’angle ¢ = ¢, — ¢; qu’il fait avec Ox représente le déphasage de e par rap-
port a i.

Alinstant t =— @;/® ot i = (OM), la f.é.m. e a pour valeur (OC) cos ¢.
A un instant quelconque ol i = (OM) cos (wt + @;), la f.é.m. vaut
(OC) cos (ot + @)

On peut utiliser cette construction pour déterminer graphiquement :

e ’amplitude du courant I
¢ le déphasage ¢ = ¢, — @;.

En effet :

2
¢E=0C=v0A2 +AC? =\/R212+(mL——16j 12
(O]

soit: I = E
| 1Y
,R2+(mL—ﬁj
\J oC
(DL—L
cgo-AC_ oC
89=0nA R

4.3 Méthode des amplitudes complexes

En notations complexes, on associe aux tensions e, ug, Uy, uc, les
amplitudes complexes correspondantes satisfaisant a la relation :

E=Ug +Uy +Uc

avec : Uy =RI U, =joLI Uc=—=

owC~
) 1
E:{Rﬂ[wL——ﬂl
wC

On déduit de cette relation linéaire :

soit :

e I’amplitude du courant : I =
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oC

e le déphasage @ entre la tension et le courant : tg¢ = R

4.4 Comparaison des méthodes

On constate, a travers I'exemple précédent, que la méthode des ampli-
tudes complexes permet d’accéder trés rapidement a la détermination du cou-
rant inconnu. Sa supériorité, par rapport aux deux autres méthodes, apparait
de maniere encore plus évidente dans 1’analyse des réseaux comportant plu-
sieurs mailles : elle permet en effet de linéariser les équations de mailles et de
traiter les réseaux RLC formellement comme des réseaux résistifs.

5 Mise en ceuvre de la méthode des amplitudes
complexes

5.1 Notion d’impédance complexe

Lorsqu’on applique une ten- A
sion sinusoidale u = U cos (ot + @)
aux bornes d’un dip6le passif linéaire, u
celui-ci est parcouru par un courant de
méme pulsation ® que la tension :

i=1cos (0t + @)
dont la phase @; est en général différente de .

Associons a u et i les amplitudes complexes U= U el et]= Iel¥
Par définition :

¢ ’impédance complexe du dipdle est la quantité : Z =

I— ||G

¢ son admittance complexe est la quantité : Y =

=

L’impédance du dipdle est égale au module de son impédance
complexe :

U
Z=|Z|=-I“

ej(‘Pu‘(Pi) ‘
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soit :

U
|Z|:—I‘

Cette quantité est exprimée en ohms. De méme, I’admittance du dip6-
le exprimée en siemens est le module de Y :

I
|X|=E

Le déphasage ¢, — ¢; entre tension et courant est I’argument de I'im-
pédance complexe :

|0u — o1 =arg[Z]]

5.2 Expression des impédances complexes

Les impédances et admittances complexes des dipdles R,L,C se dédui-
sent des relations établies au § 3 :

Zp =R Y =G pour un résistor

. -j .
Z; =joL Y, =— our une inductance
Ly, =] ILTOL P

-J . »
Lo=—— Yr=joC our une capacité
Lc=oC Xc =) p p

Elles satisfont a la loi d’Ohm :

U=21 o

0
[~
IS

5.3 Lois de Kirchhoff

En notations complexes, la loi des nceuds X i =0 ou YGu=3"M
s’écrit sous la forme : -

)

41—

=0 ou YY

o [em

=X

tle=

La premiere relation découle de l’additivité des amplitudes com-
plexes ; la seconde s’établit a partir de la premiere et de la loi d’Ohm.

La loi des mailles s’écrit, pour les mémes raisons, sous la forme :
2U=0 ou 3YZI=3E
SM -M -M
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5.4 Lois d’association et loi d’Ohm

Les lois d’association des impédances complexes découlent deslois de
Kirchhoff. Elles sont donc analogues a celles qui ont été établies au cha-
pitre 3 :

e Les impédances complexes en série s’additionnent : Zeg = >Z.

e Les admittances complexes en parallele s’additionnent : Xeq =3Y.

Pour un dipdle RLC obtenu par association, la loi d’Ohm se générali-
se sous la forme :

U=2ZI, avec : Z(jo) = R(®) + jX(0) = Z(w) I®®@

I=Y U, avec : Y(jo) = G() + jB(®) = Y(w) e I®(®)

Attention :

On a toujours : Y = 1
V4

mais en général : G;&L et : B;ti
R X

R
Exemples : ~ —
| S
a) L’impédance complexe de
I’association suivante : % L
. 1
LK
C
est:
. ] . 1
Z=2pn+7Zy +Z~-=R+joL-—=R+j|woL-—
ETERTALTECERTIOLT TR ®C

On peut la mettre sous la forme :
Z=7 ej(P

en utilisant les propriétés des nombres complexes.
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Si:

_ 7% =a% +b?
Z=a+jb=Ze? ona : b
go=—
a
Dans le cas présent :
1Y mL_%
[
Z=R?+|wL-—| et: tgo=——"=
( mc) EP=TR
b) L’impédance complexe de
I’association suivante :
[] R L =FC

est:
Z=Zg /12y 112Zc=27e®

‘Il est commode de calculer plut6t son admittance complexe :
_ i - 1 |2 ye-io
Y=Yp+Y, +Y-=G- +joC=G+j|wC- =Ye
- SRTSLTSC wl ! ! [ 0} L]

on en déduit :

) 2 wc_—o)lL
Y =./G+| 0C-—— tg(-p)= ———
[ mL] g( (p) G

5.5 Analyse des réseaux

Toutes les techniques de résolution développées pour les réseaux résis-
tifs, s’appliquent sans restriction aux réseaux RLC en régime sinusoidal, a
condition d’effectuer les substitutions suivantes :

u—->U

e—>E
i—>I
n—H
R-oZ
G-oY
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En particulier, I’analyse des réseaux peut se faire :

e par la méthode des mailles, suivant le principe exposé au chapitre 4, para-
graphe 3. On peut construire directement des systémes d’équations du type :
ZnlLi-Zph—~Zjy 1y = T E

SMI

—Zmli -2 L A2, = 3 E

=mn -m
—Mm

e par la méthode des nceuds qui conduit aux n équations :

YU -Y,U-..-Y,,U,=XH

—el

- Ynlgl—XnZQZ—”""Xnn U, = ZE

e Les théoremes de Thévenin et de Norton s’appliquent intégralement aux
réseaux RLC étudiés en représentation complexe. La résistance interne de ces
générateurs est remplacée par I'impédance complexe Zt. La d.d.p a vide ug et
le courant de court-circuit i;. sont représentés par leurs amplitudes complexes
Uy et I, . L’équivalence Thévenin-Norton se traduit alors par la relation :

6 Puissance en régime sinusoidal

6.1 Puissances instantanée et moyenne

La puissance regue par un
dipdle est égale au produit :

p=ui

lorsque les fleches associées a u et a i sont de sens opposés. Explicitons cette
relation pour :
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u=U cos (wt + ¢,)

i=1cos (ot + ¢;)

ona:
p = UL cos(wt + @, ).cos(wt + ;)

_ % [cos((pu o ) + cos(20)t +Qu + 05 )]
— U?I [COS Qo+ cos(2(0t + @, +Q; )]

en posant : ¢ = @, — ¢;

La puissance instantanée comporte deux termes :

e le premier est indépendant de t, :
e le second varie sinusoidalement a une fréquence double de celle du signal.

6.2 Puissances active et apparente

La puissance active recue par un dip6le est égale, par définition, a la
puissance moyenne qu’il recoit pendant une période :

Nous avons vu au paragraphe 1.2. que I’intégration d’un terme sinu-
soidal sur une période conduit a une valeur nulle. Il reste donc :

T
Ul Ul
P=—|c dt =—-cos@ = U_¢I.¢r cO
ZTJ.O os ¢ 2 SO eff Lleff COSP

e La puissance active recue par un dipdle, exprimée en watts, est :
P = Uggr Legr cos @
e Le produit S = Uggp I of exprimé en volt-amperes (V.A) représente la

puissance apparente.

e Le terme cos ¢, qui traduit le déphasage tension-courant @,— @; , est
appelé facteur de puissance.
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Dans un dip6le d’impédance complexe Z = R + j X ou d’admittance
complexe Y = G + j B, la puissance active absorbée vaut :

Uetr =ZIegr 5 Lepr =Y Uegy

P = Uggrlesr cos @ avec: R G
cosPp=—=—
Z Y
soit :
2 R_,n2
P= ZIeff.z = RIcff
G
=Y Ul.— = GU
Y
Exemples :

e dans une résistance : P = R 2.4 = G U2
e dans un condensateur ou une bobine parfaite P = 0.

6.3 Puissance réactive

On définit la puissance réactive recgue par le dipdle comme la quantité :

. Ul .
Q= Uef Lege sing = - sine

exprimée en VAR (volts-amperes-réactifs).
Dans un dipdle d’impédance complexe Z = R+jX ou d’admittance
complexe Y = G+jB, un calcul analogue au précédent montre que :

2
Q= XI5 =-BUg .
Au total, la puissance apparente regue par un dipdle passif de nature

quelconque a pour valeur :
s=+P?+Q?

Le facteur de puissance est le quotient :

costp—B
S
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7 Influence de la fréquence

7.1 Fonctions de transfert

7.1.1. DEFINITION

Lorsqu’on étudie un schéma équivalent dynamique de circuit électro-
nique, on cherche a déterminer en général la réponse de ce circuit a une
excitation sinusoidale. Cette réponse se traduit par I’apparition d’un signal de
sortie s : tension aux bornes d’un dipdle particulier représentant la charge du
circuit, ou intensité du courant le traversant. L’excitation e a I’entrée du
réseau consiste en une tension ou un courant éventuellement variable en
amplitude, en fréquence ou en phase.

e — réseau — S

Par définition, la fonction de transfert du circuit est le rapport com-
plexe @

H(jw)=

lesRli%!

7.1.2. DIAGRAMME DE BODE

Le module et I’argument de la fonction de transfert d’un circuit linéai-
re dépendent en général de la pulsation ®. Lorsque s et e sont de méme natu-
re, il est d’usage de représenter graphiquement en fonction de log ® :

e Hy, =20 log |H| (quantité exprimée en décibels),
* Arg[H]

Ces représentations portent le nom de diagrammes de Bode.

7.1.3. DIAGRAMME DE NYQUIST

Le diagramme de Nyquist est une représentation de la fonction de
transfert dans le plan complexe : a la quantité H(jow) on associe le point M a
la distance [H| de I origine, faisant I’angle Arg [ﬂ] avec I'axe des réels.

R .
i

——

7.2 Résonance

A
Considérons le circuit RLC ci-contre. € | C) g L

9]
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On suppose que la source de tension de f.é.m. e = E cos (wt + @.) a une
amplitude E et une phase @, constantes, mais que sa pulsation ® peut varier.
Le courant i = I cos(wt + ¢;) que débite cette source a été calculé au § 4 :

e son amplitude est : 1= E >
R? + [co L- L)
oC
e sa phase est :
1
oL -—
oC

¢ =@ - Arc tg — R

Lorsque ® varie de 0 a I'infini, I et ¢; varient conformément aux
courbes ci-dessous :
|

?

i

Iy P, + T2

.

‘ > @, -T2
0 @, o

La pulsation o pour laquelle on a, a la fois, une amplitude du courant
maximale et des phases @; et @, égales, est appelée fréquence de résonance.
Elle satisfait a la relation :

1

——=wpL soit : LCm% =1
woC
L’amplitude maximale du courant vaut alors :
Lo = E
MTR

Lorsqu’on s’éloigne de la pulsation de résonance, I’amplitude du cou-
rant diminue : un tel circuit est appelé passe-bande. On définit les limites ,
et , de sa bande passante comme les pulsations pour lesquelles I’amplitude
est égale a I/ V2 (voir exercice 5.27).
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Enoncés des exercices
Méthode de Fresnel

EXERCICE 5.1 :

Déterminez par la méthode de Fresnel
I’amplitude 1 et la phase ¢; du cou-
ranti =1 cos (ot + ¢;) que débite la
source de f.é.m. e = E cos wt. On
donne :R=12kQ ;o= 10%rad/s;
L=0,H;C=0,125pF;E=10V.

EXERCICES.2 :

SO

Reprenez I’exercice 5.1 en permutant le condensateur et la bobine.

EXERCICE 5.3 :

Reprenez I'exercice 5.1 en permutant le condensateur et la résistance.

EXERCICE 5.4 :

On considére le réseau ci-contre ali-
menté par une source de tension de
f.é.m. e = E cos ot. Déterminez suc-
cessivement le courant i et la tension u
par des constructions de Fresnel. On
donne :E=10V;R=2 Q ;
wC=0,6 Q-1;R'=0,8 Q ;
oL=0,82 Q.

Calculs d’impédances complexes

EXERCICE 5.5 :

On applique une tension u = U cos ot
aux bornes d’une bobine de résistance
interne R = 20 Q et d’inductance
L = 0,1 H. Donnez I’expression de
I'intensité i du courant qui la traverse
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a I’instant t, sachant que la tension efficace est de 220 V, et la fréquence de
50 Hz.

EXERCICE 5.6 :

On applique une tension u = U cos ot entre les bornes A et B du dipdle repré-
senté ci-dessous.

a) Quelle est I'impédance complexe Z de ce dipdle ? Pour quelle valeur wg de
, ce dipdle est-il équivalent a un résistor ?

b) Déterminez C en fo" tion de L et de R sachant que u est en avance de /4
sur le courant i lorsque . . = 2 R/L. Donnez dans ce cas I’expression de i a
I'instant t.

¢) Retrouvez les résultats précédents par la méthode de Fresnel.

<,,,7 _ —— e _ _— —_—
u
EXERCICE 5.7 :
Déterminez en fonction de R, C. et ®
la valeur de L pour laquelle ce dipdle
est équivalent a un résistor.
EXERCICE 5.8 :
a) Exprimez I’admittance complex 1 dipdle représenté en (a) sous la forme
Y=G+jB.
Ae Ae
L L
T C lj X :f o}
R R

(@) (b)
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b) Déduisez de cette expression le module Z et I’argument ¢ de son impé-
dance complexe pour ® = 104 rad/s ; L=1mH ; R =10 Q ; C = 50 uF.

c) Déterminez les caractéristiques du dip6le X qu’il faut placer entre A et B
pour que le dipdle résultant soit purement résistif (figure b).

EXERCICE 5.9 :

Etude sommaire d’un quartz :

Un résonateur a quartz piézoélectrique peut idéalement E€tre représenté
comme suit, lorsqu’on considére les pertes comme négligeables. On donne
L=10H;C=0,1pF;Cy= 10 pF.

1 L
L1
T C

a) Calculez I’admittance complexe Y de ce dipdle. Pour quelle(s) valeur(s) de
la pulsation @, Y devient-elle nulle ou infinie en module ?

b) Représentez graphiquement les variations du module et de I'argument de Z
en fonction de m, entre 0 et I’infini.

EXERCICE 5.10 :
a) On considere les représentations équivalentes série et parallele d’un méme
dipdle.

R’

R X 1
A" }——— }—=B < A B
[ ]

Exprimez R et X en fonction de R’ et X', et vice-versa.
b) On définit le coefficient de qualité du dipdle comme le rapport Q = X/R.
Exprimez Q en fonction de X' et R".
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c) La représentation série précédente est celle d’'une bobine de résistance
interne R, d’inductance L. Déterminez les caractéristiques de la représentation
parallele équivalente de cette bobine pour Q grand.

d) La représentation parallele précédente est celle d’un condensateur réel de
capacité C' qui présente une résistance de fuite R'. Déterminez les caractéris-
tiques de la représentation série équivalente pour Q grand.

B

Ponts de mesures c,

EXERCICE 5.11 :

Le pont de Schering est utilisé pour ¢ A
mesurer la capacité C et la résistance
série R d’un condensateur. On ajuste c

R, et C, pour équilibrer le pont
(ug = up). Montrer que les valeurs de

R et C s’expriment alors en fonction
de Rl’ Rz, Cl’ C2.

EXERCICE 5.12:

Le pont de Sauty est utilisé pour mesu-
rer la capacité C et la résistance de
fuite R d’un condensateur. On ajuste
R; et C; pour équilibrer le pont.
Montrer que les valeurs de R et C
s’expriment alors en fonction de P, Q,
Rl’ C].
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EXERCICE 5.13 :

Le pont de Maxwell est utilisé pour
mesurer 1’inductance L et la résistance
R d’une bobine. On ajuste R; et C,
pour équilibrer le pont (ug = up).
Montrer que les valeurs de R et L s’ex-
priment alors en fonction de P, Q, Ry,
C;.

Circuits électriques

EXERCICE 5.14 :

Le circuit ci-contre est alimenté par
une source de tension de f.é.m.
e=2 w/g cos mt.

a) Calculez numériquement I’ampli-
tude complexe du courant que débite
cette source, son module et son argu-
ment. On donne R; = 1 kQ ;
R, =2kQ;C=0,5 yF ; o = 1 krad/s.
b) Calculez numériquement la
tension u aux bornes du condensateur.

EXERCICE 5.15 :

Traitez les exercices 5.1, 5.2, et 5.3 par la méthode des amplitudes complexes.

EXERCICE 5.16 :

Traitez I’exercice 5.4 par la méthode des amplitudes complexes.
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EXERCICE 5.17 :

a) La figure 1 représente un dipdle (R, L) série. Exprimez son impédance
complexe Zg a la pulsation .

R L
— —T0— R c
) @
R L A A
e? R C= Z (3)
B

b) La figure 2 représente un dip6le (R, C) parallele. Exprimez son admittan-
ce complexe Yp a la pulsation w.

c) La figure 3 représente un pont diviseur constitué par les 2 dipdles précé-
dents, soumis & une f.€.m. sinusoidale e, et chargé entre les bornes A et B par
une impédance Z. Exprimer en fonction de E, Zg, et Yp:

1 — I’amplitude complexe de la d.d.p. a vide Uy,

2 — I’amplitude complexe du courant de court-circuit I ...

d) Calculez numériquement Uy, et .. sachant que e = 10 cos t (en volts) ;
w=2krads!' ;R=1kQ;L=1H;C=1yF.

e) Déduisez de la question précédente I'impédance complexe Zt du généra-
teur de Thévenin équivalent au montage, vu par la charge Z entre les bornes
AetB.

f) Vérifiez par un calcul direct la valeur de Zt trouvée a la question précé-
dente.

2) En utilisant le générateur de Norton équivalent, calculez I’amplitude com-
plexe I du courant qui circule dans Z lorsque Z = 0,2 — j.0,6 ( en kQ).

h) Déduisez-en I’amplitude I et la phase @ ducourantréeli =1 cos (ot + @).
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EXERCICE 5.18 :

Le circuit représenté ci-dessous est alimenté par une source de tension de
f.m. e = E cos ot dont la pulsation ® est telle que WL = 1/oC = R.
Déterminez la tension u :

a) par la méthode des mailles,

b) par application du théoré¢me de Thévenin.

By
e}
[

e| 2R R u

EXERCICE 5.19 :

Le circuit représenté ci-dessous est alimenté par deux sources de tension de
f.€m.:

e; =E; cos wt

e, = E, cos (ot + m/4)

. e
"WUTE: i
|
c,
ej() ez?()
R1
B

a) Formez les équations de mailles permettant le calcul de I’amplitude com-
plexe I du courant i.

b) Explicitez le syst¢éme obtenu pour ® = 10 krad/s ; R; =1 kQ ; R, =2kQ ;
L=02H;C;=C,=100nF;E; =2V ;E,=1414V.

c) Déterminez numériquement i.
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EXERCICE 5.20 :

Le circuit représenté ci-dessous comprend une source de tension de
f.é.m. e = 2 cos wt exprimée en volts, et une source de courant de débit
M = 1 cos(mt + 7/2) exprimé en mA.

p O

//r/

a) Etablissez le systeme d’équations de nceuds permettant le calcul de I’am-
plitude complexe U, associée a u,.

b) Explicitez ce systtme pour ® = 1 krad/s ; C=3pF;L;=05H;L,=1H;
R, =1kQ; R, =0,5kQ.

c¢) Déterminez numériquement u;.

EXERCICE 5.21 :

Le circuit ci-dessous est alimenté par une source de tension de
f.é.m. e = E cos mt, et une source de courant de débitm = H cos (ot — n/2). La
pulsation o est telle que wL = 3R et 1/0C = 2R.

1

LI
R

D
O, = :

B

(@]
>

a) En utilisant la méthode des mailles, déterminez 1’expression numérique
compléte du courant i, qui circule dans I'impédance Z = R(1 + j) pour
E=5V,R=1kQ, et H= 10 mA.
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b) Traitez cet exercice en déterminant tout d’abord les éléments Et et Zy du
générateur de Thévenin équivalent, vu par la charge Z entre les bornes A et B.

Puissance

EXERCICE 5.22 :

a) Calculez numériquement les admittances complexes des 3 dipdles disposés
en paralléle entre les bornes A et B pour ® = 1000 rad/s ; L; =L3;=0,1 H;
R;=100Q;R,=200Q;C,=10puF;C3=5pF.

>0 >

Cs

B
b) Le débit de la source de courant, exprimé en ampéres, est i = 2 cos wt.
Déterminez numériquement iy, iy, is.

c¢) Calculez numériquement la tension u, la puissance active P fournie par la
source, celles Py, P,, P; recues par les 3 dipdles précédents.

EXERCICE 5.23 :

Un générateur de tension de f.é.m. e = E cos ot, d’impédance interne
Z =R +jX, est relié a une charge d’impédance complexe Z' = R' + jX'. Pour
quelles valeurs de R' et X' la puissance active délivrée par le générateur est-
elle maximale ?

EXERCICE 5.24 :

a) Calculez successivement les puissances active, réactive, et apparente mises
en jeu dans le circuit ci-dessous. On donne : R =5 Q ; L = 0,5 mH ;
C=50puF; ®=10krad/s ; E=8,48 V.
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b) Calculez le facteur de puissance

EXERCICE 5.25 :

a) Calculez successivement les puis-
sances active, réactive, et apparente
mises en jeu dans le circuit ci-contre.
Ondonne : R=50Q ;L =3 mH;
R'=5Q;C=1pF; o=10krad/s ;
E=10V.

b) Calculez le facteur de puissance et
I'intensité efficace du courant que
débite la source de tension.

Fonctions de transfert - Filtres

EXERCICE 5.26 :

Filtre du premier ordre : cellule RC
passe - bas.
a) Calculez la fonction de transfert
H(jw) = U/E, et montrez qu’on peut
I’écrire sous la forme réduite :

H(jo) =

1+ j—
C

4D =

T

e?() R H Cc:
ONEENS

b) Que représente la valeur particuliere . de la pulsation ?
c) Représentez la courbe de réponse sous la forme d’un diagramme de Bode

(amplitude et phase).
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EXERCICE 5.27 :

Résonance : J—
i A

Le circuit RLC représenté ci-contre " i
comporte :

e une f.€.m. d’excitation e = E cos ot ?C) Lg u,
[E=1V ;1< < 100 krad/s]

e une bobine d’inductance L = 0,1 H ﬁ

e un condensateur de capacité e

C=0,1 yF u

e une résistance R = 250 Q
La résistance interne du générateur et la résistance de la bobine sont incluses
dans R. On pose u = U cos (0t + 0), i =1 cos (ot + @).
a) Déterminez la réponse en courant complexe :
I1=E/Z(jo) = Y(©)E
b) Déduisez-en la valeur @ de la pulsation de résonance pour laquelle i et e
sont en phase ( @ = 0), ainsi que I’amplitude maximale I, du courant.
c) Montrez que la réponse en courant peut s’écrire sous la forme réduite :

I 1

Io 14 jQ(x - l)

X

en posant x = ©/®y. Calculez le coefficient de qualité Q.
d) Pour x variant de 0,1 a 10, représentez graphiquement le diagramme de
Bode pour cette fonction réduite H(jx) = A(x). e ¢ %), c’est a dire :

e la courbe d’amplitude A(x) = I/I;, que vous exprimerez en dB.
e la courbe de phase ¢ (x) que vous exprimerez en degrés.

e) Déterminez la bande passante A ® a — 3 dB, ainsi que les pulsations de
coupure ®; et ;.

f) Représentez dans le plan complexe le lieu de Nyquist pour I'impédance Z
du circuit. Déduisez-en le lieu de Nyquist pour I'admittance Y et la réponse L
g) Etudiez la tension aux bornes du condensateur sous la forme :

U/E = H'(jx) = A'(x).e/%X). Représentez le diagramme de Bode pour A'(x) et
0 (x).

EXERCICE 5.28 :

Filtre de Wien :
Le schéma ci-dessous représente un filtre de Wien attaqué par une f.é.m. sinu-
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soidale e = E cos ot dont la pulsation peut varier de 0 a 100 krad/s.

—

I}
1t
R C

A [ o

11
LA
o

a) Exprimez la fonction de transfert sous la forme :

H(jo)= U/E = 20
140 (ﬂ _ m)
(DO (0]

b) Calculez numériquement Ay, Q et ®wy pour R =1kQ et C =1 pF.
c) Donnez I’allure des courbes de réponse en amplitude et en phase.

EXERCICE 5.29 :

Le réseau en treillis ci-dessous, attaqué par la f.é.m. e = E cos wt, délivre aux
bornes de R une tension u = U cos (ot + ¢ ).

/7“/r// L B

a) Déterminez les éléments Et et Zr du générateur de Thévenin vu par la
charge R entre les bornes A et B.

b) Examinez le cas ol la source d’excitation fonctionne a la pulsation
w0y = I/NIC .

c¢) Calculez la fonction de transfert H(jw) = U/E. Montrez qu’on peut la rédui-
re-sous la forme :

2
H(jx) = 1+x

1-x2 +jx/Q

en posant x = ®/0)y. Explicitez le coefficient Q en fonction de R, L et C.
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Application numérique : R=4kQ ;L =0,1 H;C=0,1 pF.
d) On pose H(jx) = A(x). eI®®)  Donnez I’allure des courbes de réponse A(x)
et ¢ (x).

EXERCICE 5.30 :

Réseau déphaseur en échelle (passe - bas du troisieme ordre) :
Le réseau déphaseur représenté ci-dessous comporte trois cellules RC iden-
tiques disposées en cascade.

R u, R u, R

RO c ok w

///‘7/

a) Calculez la fonction de transfelrt H(jw) = U3 /E en utilisant la méthode des
nceuds.

b) Déduisez-en la valeur w de la pulsation pour laquelle la tension de sortie
u3 est en opposition de phase avec la tension d’entrée e.

c) Déterminez I’atténuation du filtre a la pulsation .

EXERCICE 5.31 :

Réseau déphaseur en échelle (passe - haut du troisiéme ordre) :

Répondez aux questions de I’exercice précédent pour le réseau représenté ci-
dessous :

(9}
(@]

Cc

1
r
el‘() R R R U's

11777

~t
>

.




ANNEXE

Résolution des systemes
d’équations linéaires

L’analyse d’un réseau €lectrique nécessite la résolution de systémes d’équa-
tions linéaires du type :

apX) +apXy + ..+ aX, = b

A X] T axpXy + ...+ Xy = b2

X +apXy + . A X, = bn
dans lesquels les inconnues Xy, ..., X, sont des in: nsités iy, ..., i, ou des ten-
sions uy, ..., Up,.
Ces systemes peuvent étre résolus par la méthode de Cramer, dont nous don-
nons ici le principe sans démonstration.

1 Calcul d'un déterminant

1.1 Définitions

On appelle déterminant d’ordre n un tableau & n lignes et n colonnes du type :

a 22 .- Ay

dp| 4y ... Qg
A=

dpy Ap2 ... App

Les coefficients aj; sont repérés par deux indices :

e le premier, i, représente le numéro de la ligne dans laquelle ils se situent.
e le deuxiéme, j, représente le numéro de la colonne.

Dans I’exemple ci-dessous :

1 2 3
A=10 -1 4
5 2 3

les coefficients a|| et ay, sont respectivement égaux a 1 et — 1.
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On appelle mineur A(a ;) du coefficient aj; d’un déterminant A d’ordre n, le
déterminant d’ordre n — 1 obtenu en supprlmant dans A la i®me ligne et jeme
colonne.

Dans I’exemple précédent : A(a;|) = ’_2 3’

1 -3
Ala2) = ’5 3{

1.2 Propriétés

Tout déterminant d’ordre n peut se développer suivant une ligne particuliere
i ou une colonne j en une somme de n déterminants d’ordre n — 1 :

A= Z(—l)i+j aij A(au)
ifixé
i=lan

i+j
A= Z(—l) aij A(au)

ifixé

j=lan
Dans ces développements, les coefficients (—1)*J sont égaux a 1 lorsque i +j
est pair, et a — 1 lorsque i + j est impair.
Ils représentent donc les signes dont il faut affecter les coefficients aj;
ci variant alternativement conformément au tableau ci-dessous :

jj» CeUX-

Exemple 1:
Développons le déterminant d’ordre 2 :
A=

a1 ap
a1 a2

a) Suivant la premiere ligne :

A=ay; Aay)) -ajp Alajp) =a)  ap —ajp ay

b) Suivant la deuxiéme colonne :

A=—-aj; Aapp) +ax Alayy) = —app ay) +axp g

On vérifie aisément que les développements de A suivant la deuxiéme ligne
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et la premiere colonne conduisent au méme résultat. Celui-ci doit étre retenu :

Un déterminant d’ordre 2 est égal au produit des coefficients de sa diagonale
principale diminué de celui de ses deux autres coefficients.

a ap

=ajpag —a12az]
a1 ax

Exemple 2 :

Développons le déterminant d’ordre 3 :

1 2 =3
A=10 -1 4
5 2 3

a) Suivant la premiére ligne :

A = +(1).Aa;)) - (2).A(a)p) + (- 3).A(a;3)

-1 4

2 3

=1
‘ 53 5 2

‘O 4‘ ‘0 —1}

=1.-11)-2.(-20)-3.(5)=-11+40-15=14
b) Suivant la deuxieme ligne :
A = - (0).A(ay)) + (- 1).A(agy) - (4).A(ays)

1 -3 12
=0-1 —4
5 2

=0-1.(18) - 4(-8)
=—18+32=14

On remarque ici que le deuxieme développement est plus rapide que le
premier, parce que le coefficient ay; est nul. Il en serait de méme pour un
développement suivant la premiere colonne. On peut en déduire une regle
pratique :

On développe un déterminant suivant la ligne ou la colonne dans laquelle le
nombre de zéros est plus grand.
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2 Méthode de Cramer

2.1 Définition

Le déterminant d’un systéme de n équations linéaires a n inconnues est le
déterminant formé des coefficients ordonnés de ces inconnues. Par exemple,
le déterminant du systéme :

aj X +apXotazX3 = by
ag1X+agXy+aysXs = by

a3 X +azXp+agzXs = by
est :
a5 a2 a3
A =lay; azp apy

a3) dasz; aszz

2.2 Principe

Lorsque le déterminant A d’un systéme d’équations est non nul, chaque incon-
nue est égale au quotient par A du déterminant obtenu en remplagant dans A
la colonne relative a I’inconnue par les coefficients au second membre.

Dans I’exemple précédent :

b ap ap

by ay apy a by
X| = 1b3_23% 23] 15 colonne a,) est remplacée par b,

a1 a2 a3 a3, bs

a1 a3 A4z

a1 23 433

ajp by apg

ay; by apy

app b
a3 b3 a

1731 73 933] lacolonne a,, estremplacée par b,
a4 a3 a3y b3
a1 a4 ax

az) aszy aszz

Xy =
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ajp app b

a a b

21 A2 bz a3 b,

a a . 2

x3= 1531 932 -1 Jacolonne a,; est remplacée par b,

a1 212 23 a3 by
a1 2 a3
a3; 23 233

2.3 Exemples

Exemple 1 :

Considérons le systeme des deux équations a deux inconnues :
Giu -G +G)u=m
_(Gl +Gz)lll +G2U2=0
© le déterminant du systéme a pour expression :
G ~(G, +G2)
~(Gy +Gy) G,
2
=G,G, - (G +G,)” =-G;2 -G,2 -GG,

© les tensions u; et u, ont pour expression :

w oL ~(G1+Gy) _ -nG,
! A0 G2 G12 +G22 +G1G2
wol G n_ -n(G+G,)
27 AlH(G1+Gy) 0] G2+G,2+G,G,
Exemple 2 :
Dans le systtme d’équations ci-dessous, les cod!fi icnts wus scconds

membres représentent des tensions exprimées en volts. Les coefficients des
courants iy, iy, et i sont des résistances exprimées en kQ :

- Tij—ip=10

11+6i,-31=0

-3 +13i=-20
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® e déterminant de ce systeme de trois équations a trois inconnues iy, i, eti est :

-7 -1 0
A=[1 6 -3
0 -3 13

On peut le développer suivant l1a premiére colonne :

6 -3 |-1 0
A=-7 -

-3 13| |-3 13
=-7[78-9]-1[-13]
=-483+13=-470

® Pour calculer i, on remplace dans A les coefficients de la troisi¢éme colon-
ne par les seconds membres :

-7 -1 10

i=l 1 6 0
A

0 -3 =20

Développons suivant la premiére colonne :

.1 6 0 -1 10
1=— -7 -1
A -3 200 |-3 20

= - L [-7.(-120)-1.(20 + 30)]

470
_ —(840-50) _ 790
470 470

Dans le systeme d’équations, les résistances sont données en k2, et les ten-
sions en volts. Les valeurs numériques des courants sont donc exprimées en
mA :

790

i=——=-1,68mA
470
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Exercices sur le chapitre 2

EXERCICE 2.1 :

La fleche associée a u est dirigée vers le point A ; u représente donc le poten-
tiel de A diminué de celui de B, soit :

u=up —ug,et:up=u+ug=3V.

EXERCICE 2.2 :
La tension u est égale a la différence (cf exercice 2.1) :
u=u, —ug
que I'on peut décomposer en :
u = (up —up) + (up —ug) + (uc —up)
soit :
u=u; —up+u3=1-2-3=-4V.,

EXERCICE 2.3 :

N N

Les fleches associées a u et a i sont de sens opposés : le produit
p=ui=-3mW représente donc la puissance regue par le dipdle. Cette quan-
tité étant négative a I’instant t, le dipdle se comporte, a cet instant comme un
générateur.

EXERCICE 2.4 :

Les fleches associées a u et a i sont de mémes sens : la puissance regue par le
dipdleest donc p=-ui=8 mW. pétant positif, le dipdle se comporte comme
un récepteur a I’instant t.

EXERCICE 2.5 :

La loi d’Ohm ne s’écrit sous la forme u = Ri qu’a la condition que les fleches
associées a u et a i soient de sens opposés ( i entrant par la pointe de u). La
résistance R étant toujours positive, u et i sont de méme signe : dans le cas
présent, i est donc positif.
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La puissance absorbée par I'élément résistif a pour valeur :
p=ui=Ri2=Gu?

Elle est toujours positive, indépendamment des signes de u ou de i qui inter-
viennent par leurs carrés.

EXERCICE 2.6 :
La tension u est égale a la f.€.m. de la source :
u=up, —ug=e=4cos mt

Le potentiel de la borne A est donc : up =4 cos Wt + ug

La période T est reliée a la pulsation ® par la relation T = 2n . A Pinstant
t="T/4: @
oT
up =4 cos—+up =4cos£+uB =3V
4 2
EXERCICE 2.7 :

a) Les fleches associées a u et a i étant de sens opposés, la puissance recue par
le condensateur est :

p=ui, avec:u=2cos ot

. du .
et: i =C—t=—2(0C sin ot
soit : p=—4 ®C sin ot.cos ot =—2 oC sin 2mt
b) A T'instant t; =0 : p; = 0.
A I’instant t, = ©/8w : p, = -2 wC sin /4 = —\/5 ®C < 0 ; le condensateur
se comporte comme un générateur.
A Iinstant t3 = 51/8w : p; =—2 wC sin 5Sn/4 = V2 oC >0 ; le condensateur
se comporte comme un récepteur.

EXERCICE 2.8 :

a) Deux sources de tension en paralléle :

Ce branchement n’est envisageable que si les deux sources sont identiques.

Leur f.é.m. commune étant notée e, la résistance recoit alors une puissance

p = e€2/R, fournie pour moitié par chacune de ces sources.

b) Deux sources de courant ¢n série :

Les deus sources doivent étre identiques. Leur débit commun étant noté

1 =1, . la résistance regoit une puissance p = Rn?Z , fournie pour moitié
- hiacune de ces sources.
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EXERCICE 29 :

a) La résistance R est parcourue par le courant 1 dont la fleche est de sens
opposé a celle de uj. On adonc u; =R M.

Par ailleurs, uy =—u; +e =e - Rn

La résistance regoit la puissance p = u; = Rn2.

Les fleches associées a u, et 1 étant de sens opposés, la source de courant
fournit la puissance :

Ppr=—;un=Rn-e)n
La source de tension est parcourue par le courant 1} dont la fleche est de méme
sens que celle de e. Elle fournit donc la puissance :

po=en
On vérifie que la puissance regue par la résistance est égale a la somme
P1 + P2
b) p=10 W : R est un récepteur.
p; =5 W : la source de courant fournit une puissance positive, et se compor-
te donc comme un générateur.
p; =5 W : la source de tension se comporte comme un générateur, pour la
méme raison.
c) p =10 W : R est un récepteur.
p; = 15 W : la source de courant est un générateur.
p, =—5 W : la source de tension est un récepteur.

EXERCICE 2.10 :

a) La tension aux bornes de la résistance et de la source de courant est égale
a e. La puissance recue par la résistance est donc :

p=¢e2/R
Les fleches associées a e et a 1 étant de méme sens, p; = e 1 représente la

puissance fournie par la source de courant.
Si on désigne par p, la puissance fournie par la source de tension :
Py +p2=p=e’R
soit : pp=e%/R —en
=2.5 W : R est un récepteur.
= — 5 W : la source de courant fournit une puissance négative, et se

omporte donc conime un récepteur.
p =75 W : la source de tension fournit une puissance positive, et se

miporte donc comme un générateur.
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EXERCICE 2.11 :

Le dip6le AB, dont la borne B est libre, n’est parcouru par aucun courant.
Pour cette raison, uj est nul, et ug est égal a uy.

Les résistances de 1 Q et de 2 Q sont donc traversées par le courant que débi-
te la source indépendante. Les fleches associées a ces deux tensions étant de
sens opposés a celle du courant,u; =1 V ;uy =ug5=2 V. On en déduit :

U1=U4+U2=3V.

EXERCICE 2.12:

La tension u; est donnée par la loi d’Ohm : u; =2 V.

La tension aux bornes de la résistance de 1 kQ vaut2 V. On en déduit que u,
estégala3 V.

uy est égal a la somme algébrique des 2 f.€.m., c’estadirea—1 V.
uy=u+tuy+u3=2+3-1=4V

La tension u' aux bornes de la résistance de 3 kQ vaut — 3 V. On en déduit :
u=uy-u=7V.

EXERCICE 2.13 :

La tension e aux bornes de la résistance R est associée a une fleche de sens
opposé a celle du courant i. On a donc d’apres la loi d’Ohm :

e=Ri,soit:i=¢/R=1mA.

Pour la méme raison : u'=RM =3R'i=6 V.

EXERCICE 2.14 :

Les fleches associées a u; et 1 sont de sens opposés. On a donc :

u = 1V.
I1 en est de méme des fleches associées a u, et 1. Par conséquent :
up = 2 V.

La tension u; est égale a — ¢, soit : u3=—-e=-3u, =-6 V.
On calcule i parlaloi d’Ohm :i=-u3 /R =2 mA.
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Exercices sur le chapitre 3

EXERCICE 3.1 :

Les courants i; et iy sont affectés du signe +, et les deux autres courants du
signe —.

La loi des nceuds s’écrit donc i) —ip +iz3—ig =0
SOitCi4=il—i2+i3=—2—l+5=2A

i4 étant positif a I’instant t, le courant conventionnel circule a cet instant dans
le sens de la fleche associée, c’est-a-dire de A vers E.

EXERCICE 3.2 :

Explicitons la loi des nceuds sous la forme Y, i =0

enA:—ij—ip—is=0 (1) -

enB:i3—i4+i5=0 (2)

enC:iy+ig—ig=0 3)

On tire de la relation (1) : is =—1i; —i, == 2 + 0,5 =- 1,5 A. On reporte
dans (3) la valeur de ig = i3 + i5 tirée de (2) ; on en déduit alors :

i6=i2+i4=i2+i3+i5=i2+i3—i|—i2=i3—il=—1A.

EXERCICE 3.3:

Explicitons la loi des nceuds sous la forme Y, i =0

enA:ij+iy=0 Q)
enB:-i)—iz—ig=0 (2
enC:iz+isg=0 3)
enD:ig—is—ig=0 4
enE:-ij+ig=0 (5)

Des relations (1) et (5) ontire : i =—i; =—0,5 A, etig=i; =0,5 A. On calcule
iz apartirde (2) :ig=—ip—ig=i;—ig=35 A.igestégala-i3=-35A
d’apres (3). La relation (4) permet de vérifier le calcul du dernier courant :
i6=i4—i5=0,5A. ]
Iy

EXERCICE 3.4 :

On calcule les courants par application A
de la premiere loi de Kirchhoff en cing
nceuds, par exemple en A, B, C, D et y-i-h
E. On vérifie ensuite que cette loi est
bien satisfaite au sixieme nceud, F. Les D
résultats de ces calculs sont reproduits
sur la figure ci-contre. iq

\
(

siy-ip-iy E -ip-ig-iy |F
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EXERCICE 35 :

Explicitons la loi des nceuds sous la forme Y Gu =3 n-

Le second membre comprend deux courants M et i, affectés du signe +,
puisque les fleches associées sont dirigées vers le nceud. La tension aux
bornes de I'élément résistif est égale a e. Celle-ci étant associée a une fleche
dirigée vers A, le produit Ge au premier membre est affecté du signe +. On a
donc au total :

Ge=m+isoit:i=Ge-m

EXERCICE 36 :

a) Orientons la fleche associée a u' en direction de A (figure 1). Dans ce cas :

u=-e+u.
En utilisant cette valeur pour expliciter la loi des nceuds en A, on obtient :
Gu+Gu'=n
soit :
Gu-Ge+Gu=(G+GHu-Ge=1
d’ott 'on déduit: u= n+Ge
G+G

b) Orientons la fleche associée a u' en sens inverse (figure 2). Dans ce cas :
u=e-u

et:N=Gu-Gu =(G+GY)Uu-Ge
On aboutit au méme résultat que précédemment.

u
A<

EXERCICE 3.7 :

La tension aux bornes de G' est égale a e. On a donc :
enA:Gu=n+n'

enB:-Gu+Ge=i-7n'

enC:-Ge=-1n-i
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Sion additionne membre a membre ces trois relations, on aboutit a1’identité 0=0,
qui exprime que 1’'une d’elles peut s’obtenir en additionnant les deux autres.

EXERCICE 3.8 :

Le réseau proposé est un circuit a deux nceuds constitué par quatre dipdles
disposés en parallele. Le nceud A, qui relie les bornes supérieures de ces
dipdles, peut étre positionné a tout endroit sur la ligne équipotentielle supé-
rieure, par exemple en son milieu. De la méme maniére, on peut placer le
nceud B au milieu de la ligne équipotentielle inférieure.

A | A
e|<> T]\ G u=e

Désignons par u' = e —e'la tension aux bornes de la conductance G', associée
a une fleche dirigée vers A. La premiere loi de Kirchhoff s’écrit en ce nceud :

Ge+Gu' =Ge+G' (e-¢€)=m+i

=(G+GYe-Ge

On en déduit :

i=(G+GYe-Ge' -1
Ce réseau s’identifie a celui étudié précédemment lorsqu’on enleve le dipdle
constitué par la source de tension de f.é.m. e' et la conductance G'. Cette opé-
ration peut se réaliser en prenant G' égal a 0. On retrouve alors 1’expression
dei:

i=Ge-m

EXERCICE 3.9 :

a) Explicitons la loi des nceuds en A sous la forme > Gu =31 :
WR, + u/Ry + u/Ry=i-m; +M, ”
soit :
i= N —m+u [1/R2 + 1/R3 + 1/R4]
=4-2+3[1+05+05]=8mA.
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KD ) o] e ] -

b) La tension u' aux bornes du dipdle X a pour valeur :
u=e-u=5-3=2V

La puissance qu’il regoit est le produit :
p=ui=28=16mW

p étant positif, ce dipdle se comporte comme un récepteur.

¢) Ecrivons la loi des nceuds en B pour calculer le courant i' débité par la sour-
ce de tension :

e/R;=i"-1i
soit :
i'=i+e/R; =8+ 5/1 =13 mA.

EXERCICE 3.10 :

a) Orientons la maille dans le sens des aiguilles d’une montre. e; et i, dont
les fleches sont dirigées dans ce sens, sont affectés du signe +, e, et i; du
signe —. La loi des mailles s’écrit donc :

el—e2=—R1il+R2i2

b) En posant : u = Rl i] et up = R2 iz,
on obtient :

el —ez+lll —UZ=0.

D’apres la loi d’Ohm, les fléches asso-
ciées a u; et u, sont dirigées en sens
inverses des courants i; et i,.

¢) On établit directement la relation
€] —ey +u; —u, = 0 en explicitant la loi
des mailles sous la forme Y, u = 0.

EXERCICE 3.11 :

a) D’apres la loi des nceuds, le courant qui circule de B vers E est égal a
ij —i,.
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b) Orientons les 3 mailles dans le sens des aiguilles d’'une montre.
maille ABED : Rl il + R3 (ll - 12) + R4 il = (Rl + R3 + R4) il - R3 i2 =€

maille BCFE : R2 i2 + Rs i2 - R3 (11 — 12) = (RZ + R3 + Rs) iz — R3 il =—€

mallleACFDRl il +R2i2+R5i2+R4i1 =(R1+R4)il +(R2+R5)i2=e] —€

EXERCICE 3.12:

a) Explicitons la deuxieme loi de Kirchhoff dans la maille de droite sous la forme
YR i =2, e enorientant celle-ci dans le sens des aiguilles d’une montre :
->M ->M

R2i+R4i+R3i=u—el—ez
soit :

u=el+62+(R2+R3+R4)i

=-8+2+(1+1+1DI=-3V

-t Py
-

NitEs ) o]
D ot T”'

B Ry -
€,

b) Désignons respectivement par u' et u" les tensions aux bornes de la source
de courant et de la résistance R, orientées de B vers A. La résistance R étant
parcourue par le courant M : u" =-R;n.

et:u=u'"+u"=u-Rn

soit:u=u+RnN=-3+12=-1V
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c) La loi des nceuds s’écriten A: —i' +m—-i=0
soit:i'=m—-i=2-1=1mA.

La puissance regue par le diple X est: p=ui' =-3 mW.
Ce dipdle fonctionne en générateur.

EXERCICE 3.13 :

Les résistances de 3 Q en parallele

équivalent & une résistance unique de 3Q 1Q

1 Q, les résistances de 3 Q et 6 Q a

une résistance de 2 . la résistance A B
équivalente au dipOle proposé est 2Q 2Q

donc :

R=@+D/2+2)=4/14=2Q

EXERCICE 3.14 :

Les résistances de 12 Q et 4 Q sont en 60

parallele et équivalent donc a une | —
| S|

résistance unique de 3 Q. Les résis-

tances de 2 Q en paralléle équivalent a ) 30 10
une résistance de 1 €. La résistance

équivalente & ce dipdle est donc :

R=@B+1)//16=4/6=24Q.

EXERCICE 3.15 :

On calcule la résistance équivalente en transformant successivement ce dip6-
le comme suit :
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A 1kQ 1kQ A 1kQ
— —{ 1
[]4KQ 2 kQ i |::|4k£2 |:j|4kQ
2 kQ 1kQ 2 kQ
—  }— o— 1]
B B
y
1
A A 1kQ
-— A | —
I
[I 5kQ - |]2KQ
2 kQ
PU— - 1
B B

EXERCICE 3.16 :

L’association série R|, R = [ R, // (R3 + Ry4)] constitue un diviseur de tension.
On a donc :

Ry(R3+R
u=e avec:R=M=10kQ
R+R; R, +R3+Ry
soit :
0
u= 8 =
10+10
L’association série R3, R4 constitue un deuxi¢me diviseur de tension :
R 10
'=u 4 —4 =2V
R3+Ry 10+10
EXERCICE 3.17 :
N u
Posons u' = ug — uc. Les fleches asso- < -
ciées a u' et i étant de sens opposés
dans la résistance de 3 kQ : A 1kQ g
uU=Ryi=6V

L’association R, // R est équivalente
a la résistance :
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__RaRy 23 0
Ry +Ry 243
R

R+R1

On se rameéne alors a un diviseur de tension : u'=u
soit :

_u-R+R1 =6£=

R 1,2

11v

EXERCICE 3.18 :

Lorsque le pont est équilibré, le cou-
rant dans la branche BD est nul. Il en ©
résulte que : R, R,

[ ] uB = uD u D - B
e la liaison entre B et D peut étre sup- A
Ra u' Rz

primée. el
On fait apparaitre ainsi deux diviseurs .
de tension pour lesquels on peut écrire :

, Rj3 Ry
=u =u
R3+R4 R1+R2

soit :

Ry (R +Ry) =Ry (R3+Ry)
et:

R;R3;=R, Ry

EXERCICE 3.19 :

Le montage étudié est un diviseur de
courant. L’intensité du courant qui cir-
cule dans R,, de A vers B a pour A
valeur :

R,

Pi=n —
n RI+R2

. . . BN R u
La loi d’Ohm relie cette intensité a la HTE } R, |:| 2
tension u =up —ug :
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Les fleches associées a u et a i étant de sens opposés, la puissance recue par
R, est le produit :
: R{R
p=ui=1n? 1422
(R; +Ry)
Cette fonction de R, est nulle pour R, =0 (u est alors égal a z€ro), et R, infi-
ni (i est alors égal a zéro). Elle est positive pour toute autre valeur de R,, et
admet par conséquent un maximum lorsque sa dérivée par rapport a R, est
nulle. Dans le cas présent, plutdt que de calculer directement dp/dR,, il est
préférable de passer par 1’'intermédiaire de la différentielle logarithmique
dep:

Lnp=2Lnn+2LnR;+LnRy-2Ln (R; +Ry) =f(Ry)

soit : d_p N dR2 5 dR2
P Ry Ri+R,
La condition dp/dR, = 0 implique donc : L = _2
Rz Rl + R2

soit : Rj= R,. Lorsque cette condition est réalisée, i = M/2, et la puissance
recue par R, est maximale :

P = R, _ R’
max 4 4

EXERCICE 3.20 : e
2

Désignons par i le courant qui circule |
dans ce circuit a4 une maille, dans le
sens de la fleche associée a e;.
Orientons cette maille dans le méme ? C N A H
sens, et explicitons la deuxieme loi de © P </ : e
Kirchhoff sous la forme

IR =T

(R +Ry)i=¢e —ey,avec:e, =k u,
Les fleches associées a i et u, sont de méme sens. On a donc :

U2=—R2i
soit : e = (R; + Ry) i +kuy = (R} + Ry —kRy) i
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et:i=¢e[/[R; +Ry (1 -k)] =3 mA.
La tension aux bornes de Rj estu; =R|i=3V
La tension aux bornes de R, est u; =—Ryi=-6V
La f.é.m. de la source contrdlée a pour valeur e, =ku, =—3 V. On vérifie ces
résultats en explicitant la loi des mailles sous la forme Y, u = 0:

€ —u —62+U2=6—3+3—6=0
La puissance regue par un dipdle est égale au produit de la tension entre ses
bornes par I’intensité du courant qui le traverse, lorsque les fleches associées
sont de sens opposés.
la puissance regue par Rj est p; = u;i =9 mW
la puissance regue par R, est p, = —u,i = 18 mW
la puissance recue par e; est p3 =—¢;i =— 18 mW
la puissance regue par e, est py = €,i = -9 mW
p3 et p4 étant négatifs, les sources de tensions se comportent comme des géné-
rateurs : on vérifie que la puissance Ip; + p4l fournie par ces sources est égale
a la puissance p; + p, absorbée par les éléments résistifs.

EXERCICE 3.21: A

Désignons par u = up — ug la tension
aux bornes de ce circuit a 2 nceuds.

Les fleches associées a u et a i, étant A R n A u
de méme sens : u =R, iy | ! 4 z

Explicitons la loi des nceuds sous la
forme YGu=Ymn,enA:

1 1
u[—+—}=n1 — M2, avec : M = kip = —ku/R,

Ry Ry
. 1 1
soit : Ny =u —+—|-ku/R,
Ri Ry
et:
_ My -2
u=- k=T 1_l—2V

R, R, 2 2

Par application de la loi d’Ohm, on en déduit :
il = U/Rl =1 mA
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i2=—U/R2=—2 mA

Ny = k i2 =—1mA
On vérifie ces résultats en explicitant la loi des nceuds sous la forme Y, i =0 :
T]|—i]—T]2+i2=0=2— 1+1-2
Les puissances regues par ces dipdles sont :
p;=ui; =2 mW pour R,
pp =—uiy =4 mW pour R,
p3=-um; =-4mW pourn,
P4 =umy =-2mW pour M,
p3 et p4 étant négatifs, les sources de courant se comportent comme des géné-
rateurs. On vérifie que la puissance Ip3 + p4l qu’elles fournissent est égale a la
somme p; + p, des puissances absorbées par les éléments résistifs.

EXERCICE 3.22 :

a) Commengons par tracer la caractéristique du dipdle, sachant qu’elle est
linéaire et qu’elle passe par les points de coordonnées (2,2) et (1,4).

Désignons par ug=3 V et i.. = 6 A ses points d’intersections avec les deux axes.
b) L’équation de cette caractéristique est :

u=uy-Rgi

i= icc - GG u
avec : Rg = Ugfie. = 0,5 Q, et : Gg= 1/Rg =i, ug=2Q !
c) Ce dipole peut étre modélisé par les associations suivantes, avec
e=uy=3V,N=i,.=6A:
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EXERCICE 3.23 :

a) Les deux réseaux ci-dessous sont équivalents pour tout dipdle X si u et i ont
mémes valeurs dans les deux cas.

1
(]

En utilisant les lois d’associations en série des sources de tension et des élé-
ments résistifs, on établit les conditions :

e=¢ +e€= 3V
RG=R1 +R2=2,SQ
b) Il y a équivalence entre les deux schémas ci-dessous si u et i ont mémes

valeurs quelque soit X.

1

A
u X — u Ux

B B
(@) (b)

e ——— ——Ppo >

On transforme successivement le réseau (a) en (c), (d) puis (e). On I’identifie
alors a (b).
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R
/R, A AR U X
+e,/ R, R;+R,

On en déduit :

e=2R2TOR 5y gy = RiR2

~0,4Q
R]+R2 R1+R2

EXERCICE 3.24 :

a) D’apres les résultats de 1’exercice 3.22, le dipdle G peut étre modélisé par
une source de tension de f.é.m. e = ug = 12 V en série avec une résistance
Rg =g /i, = 12/4 =3 Q (figure a), ou encore par une source de courant de
débit n =i, = 4 A en parallele avec la résistance Rg (figure b).

(a) (b)

La tension aux bornes de R vaut donc :
e R __ 12 2 =
R+Rg 3+9

Le courant qui circule dans R a pour valeur :i=u/R=1A
La puissance recue par R est le produit : p=u.i=9 W
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b) La puissance dissipée dans Rg serait :

e p; =Rgi%2 =3 W, pour la modélisation de la figure a
® p, =u%/R = 81/3 =27 W, pour la modélisation de la figure b

On constate que ces deux valeurs sont différentes : elles ne représentent, ni
’une ni ’autre, la puissance réellement dissipée dans G, celle-ci dépendant de
sa constitution physique (inconnue).

EXERCICE 3.25 :

Transformons le réseau étudié, successivement comme suit :
a) Remplacons le générateur de courant (1mA // 1,5 kQ) par le générateur de
tension équivalent (1,5 V ; 1,5 kQ).

45V
1,5kQ —» 0,5 kQ
M — A
\_/ | S| hd
1,5v¢ U 3kQ H 0,6 kQ
B

b) Regroupons les deux f.€.m. en série, ainsi que les résistances de 1,5 kQ et
de 0,5 kQ en série. On obtient un générateur de tension unique (3 V ; 2 kQ).

2kQ A

A
av] 3kQ 0.6 kQ

c) Remplagons ce générateur de tension par le générateur de courant équiva-
lent (1,5 mA // 2 kQ). On calcule I’intensité i du courant au moyen de la rela-
tion du diviseur de courant :
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A

. 0,6
s e et ] .
3

2kQ 3kQ ] 0,6kQ

B

On en déduit alors la puissance absorbée par la résistance R :
p=Rci?=06 mW.

EXERCICE 3.26 :

a) Transformons successivement comme suit le réseau étudié, en maintenant
inchangé le générateur de tension :

6kQ 5 1kQ  2kQ 6kQ A
leT— !
3kQ
A
‘ I:}BkQ 24\/? T 6 kQ f
8V 8V 8 mA
B B
(a) (b)
6kQ A i 6kQ A 2kQ
© —a—| ——]

A

D o] o Qe

8V 8 mA

B B
(©) (d)

L’analyse de la maille (d) fournit & la fois I’intensité i du courant qui traverse
ce générateur, et la tension u entre ses bornes :

16-8=(06+2)i = i=88=1mA

u=8+6.1=14V

Les fleches associées a ces deux grandeurs étant de sens opposés, le pro-
duit u i représente la puissance regue par le générateur de gauche :
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p=ui=14mW

p étant positif, ce générateur de tension se comporte comme un récepteur.
b) Transformons le réseau en maintenant inchangé le générateur de courant :

1k ¢
T@ I:IGKQ [:IGKQ []2k§2 @TmmA
4/3mA
© D
3 kQ 1 kQ p N 9
) 4 kQ F 2 kQ
r ] 1S 16 [ ( IK=
av 12mA 1mA 12mA
D b

® (9

L’analyse du circuit a deux nceuds (g) fournit la tension u' aux bornes de ce
générateur, ainsi que I’intensité i' du courant qui le traverse :

(1/4 +12)u'=12 + 1, soit: u'=52/3=173V
u/2=i+12,s0it:i=u"/2-12=52/6 -12=-10/3 =- 3,3 mA.

Les fleches associées a ces deux grandeurs sont de sens opposés ; leur produit
représente donc la puissance p' recue par le générateur de courant :

p'=uli'=-520/9 = - 58 mW

p' étant négatif, ce dipdle se comporte en générateur.

EXERCICE 3.27 :

En associant les résistances R3, Ry, et Rs, on peut transformer le générateur
de tension figurant a droite de R, en un générateur de courant (' // R'), avec
R'=R3+ (R4//R5) =24 kQ, et =e/R' =2 mA.
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Le schéma équivalent parallele ainsi A

obtenu peut encore étre réduit en *

regroupant les sources de courant 1 et i

7', ainsi que les résistances R, et R : é A

posons R = R, // R' = 6 kQ, et T R f@ R |:|
N; =N —-N' =7 mA. On obtient alors utt ki u‘
un schéma trés simple, analogue a -

celui rencontré dans I’exercice 3. 21. B

La loi des noeuds s’écrit en A :
wWR| + w/R =n; +Kki, avec : i = u/R;

soit : My =uw/R; + w/R —ku/R| =u [1/R + (1-k)/R|]
On en déduit :
m 7 42

= =—=3OV
[ Ik~ T 02 134

u=

’

R R 6 3
L’intensité du courant dans R vaut donc : i = 30/3 = 10 mA.
Les fleches associées a u et a ki étant de méme sens, la source contrdlée four-

nit une puissance :
p=uki=30.0,8.10=240 mW

EXERCICE 3.28 :

Par transformations successives du réseau initial, on aboutit au diviseur de
tension (e). 2
La tension u a donc pour valeur : u=5 512 =25V

+

1kQ 1,5 kQ 1,5 kQ

+ 1kQ 2kQ

1
| I—

2kQ u l
10 mA

0oV

>
1
T
| —
— 7

kQ | 1kQ

(@) (b)
0,5kQ 1,5 kQ

A
1,5 kQ
f 0,5 kQ 5\, “ 2k | U
10 mA 2kQ 5V
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EXERCICE 3.29 :

Transformons successivement comme suit le réseau étudié :

6V
—-

3kQ

Otsv

3 kQ

O

— [} ——

Jzse e

| S

C
(a)
2mA
-
1,5 kQ
0,5 kQ

I
D!

5V

N —

4 mA

(©

1kQ 2k§2|:

I

4V

5V

(d

2mA
—

-~

3kQ

—

3kQ

|
D

w16

(b)

L’analyse du diviseur de tension (e) montre que :
u=-6.2/2+2)=-3V.

(e)




Exercices sur le chapitre 4

EXERCICE 4.1 :

a) Ce réseau comprend N = 4 nceuds (A, B, C, D) et B = 6 branches (AB, BC,
CD, DA, BD, AC). Le nombre de mailles indépendantes est B — N + 1 = 3.
b) Dans ce réseau, on peut isoler les 7 mailles représentées ci-dessous :

La construction du systeme de mailles indépendantes peut se faire en respec-
tant la condition suivante : toute branche du réseau doit appartenir a une
maille au moins, et a deux mailles au plus. On peut alors définir plusieurs sys-
temes incluant la maille 1 (ABD) :

systeme (a) : mailles 1,2, 3
systeme (b) : mailles 1,2, 5
systeme (c) : mailles 1,3, 5

5
3 9] 3
(@) (b) (©
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EXERCICE 4.2 :

a) Ce réseau comporte N = 3 nceuds (B, C, E) et B = 5 branches (BAE, BC,
BE, CE, CDE). Le nombre B — N + 1 de mailles indépendantes est donc égal
a3.
b) Celles-ci peuvent étre constituées par les ensembles suivants :

ABE, ECD, et EBC

ABE, ECD, et ABCE

ABE, ECD, et BCDE

ABE, ECD, et ABCDE

EXERCICE 4.3 :

a) Ce réseau comporte deux nceuds (B et E), 3 branches (BADE, BE, BCFE),
et deux mailles indépendantes.
b) Définissons les courants inconnus, par exemple comme suit :

A B ¢

y
\

D E F

La détermination de ces trois inconnues nécessite la résolution d’un systéme
de trois équations :

N — 1 = 1 équation de nceuds

B — N + 1 =2 équations de mailles.

e Explicitons la premiére loi de Kirchhoff sous la forme Y, i =0 enl’un des
nceuds du réseau, par exemple en B : -

il—iz—i3=0 (1)

e Le réseau comporte trois mailles :

>
@
O
>
os]
o
>
@
o

o
m
T
o
m
m
w]
m
M
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Les systemes de mailles 1 + 2, 1 + 3, ou 2 + 3 sont indépendants, et peuvent
étre utilisés pour établir les deux équations de mailles nécessaires.
Choisissons les mailles 1 et 2, en les orientant (par exemple) dans le sens des
aiguilles d’une montre. On peut alors expliciter la deuxieéme loi de Kirchhoff
sous la forme 3 R_jM = Z_)eM :

maille 1 : R;ij +R3i3=¢

211+i3=2 (2)
maille2:R2i2—R3 i3=—62
3i2—i3=—1 (3)

La résolution du systeme d’équations (1), (2), (3) par la méthode de Cramer
fournit la valeur du courant ij :

1 -1 0
2 0 2

. o 3 -1} -6-2 8

e R |t e (LT
2 0 1
0 3 -l

Onen déduit u = R3 i3 = 0,73 V.

EXERCICE 4.4 :

a) Le systeme de six équations nécessaire au calcul des six courants inconnus
comprend :
e trois équations de nceuds fournies par la premiere loi de Kirchhoff :

el’lA:—il—iz—i5=0 (1)
enB:iy—iz+ig=0 (2)
enC:ij—ig—ig=0 (3)

e trois équations de mailles fournies par la deuxiéme loi de Kirchhoff. On peut
choisir les mailles réprésentées ci-dessous, et les orienter, par exemple, dans
le sens des aiguilles d’une montre.
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On obtient alors :

maille 1 : —R; i, +Ryis=¢ )]
maille 2 : Ry i, —R3is=-¢, (5)
maille 3: -R,iy +Ryig=¢, (6)

b) Eliminons iy au moyen de (2) : iy =—1ip + i3

éliminons i5 au moyen de (1) : is =—ij — iy

éliminons ig au moyen de (3) et (2) :ig =i; —ig =i] + iy —i3.
Les trois équations de mailles s’écrivent alors :

maille 1 : =R iy + Ry(—iy+i3) == (R} + Ry ip +Ryiz =¢
maille 2: R;i,—R3(-i;—ip) =R3i; +(Rj +R3)ip=—¢;
maille 3 : —Rz (— i2+i3) +R4 (i] +i2—i3)

=R4i1 +(R2+R4)i2—(R2+R4) i3=62

EXERCICE 45 :

a) Les courants inconnus sont exprimés en fonction de iy, i, i3 par applica-
tion de la loi des nceuds en A, B, et C.

e
RN
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b) Les équations de mailles s’explicitent comme suit :

maille 1 : =R iy +Ry(—ip +i3) == (R; +Ry) iz + Ry iz = ¢;
maille 2 : R] i2+R3 (ll +i2)=R3 il + (Rl +R3) i2=—62
maille 3 : — Ry (i, +1i3) + Ry (i} +ip—1i3)

=R4il +(R2+R4)i2—(R2+R4)i3=€2

On aboutit évidemment au méme systéme d’équations que dans 1’exercice
précédent.

EXERCICE 4.6 :

Dans ce réseau, il suffit d’introduire B — N + 1 = 2 courants inconnus, et d’en
déduire le troisieme par application immédiate de la premiére loi de Kirchhoff
en I’un des nceuds. Il y a plusieurs choix possibles, parmi lesquels ceux repré-
sentés ci-dessous en (a) et (b) :

ii+i, B B

o f
-

-y

-
-
lp

y i ¥ i+

E E
(@ (b)
Le choix (a) est mieux adapté que (b) pour le calcul de la tension aux bornes
de R3, dans la mesure ou il ne nécessite que le calcul d’une seule inconnue

(i) au lieu de 2 (i et ip). R
iy + i, !

Si on choisit les mailles 1 et 2 définies
dans ’exercice 4.3, et si on les oriente
dans le sens des aiguilles d’une T @
montre, on aboutit, par application de -
la deuxieme loi de Kirchhoff, au
systéme suivant :

€,

maille 1 : R; (ij +1ip) +R3i; = (R; +R3) ij + Rjip =¢;
maille 2: Ryi, —R3i; =—¢,
soit :
3ij+2ip=2
—il+3i2=—1
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2
On en déduit : i) = ‘3—; = =074
3

etu= R3 il = 0,73 V.

N.B. : I'analyse de ce réseau par la méthode simplifiée des courants de
branches peut se faire de multiples fagons. Nous engageons le lecteur a
reprendre cet exercice :

a) En raisonnant sur le réseau (b) ci-dessus, avec le méme choix de mailles,
pour calculer i et iy, puis u = R3 (i + iy).

b) En raisonnant sur le réseau (a), mais en choisissant cette fois les mailles
indépendantes 1 et 3 définies dans I’exercice 4. 3.

EXERCICE 4.7 :

L’analyse de ce réseau nécessite B — N + 1 = 3 inconnues parmi lesquelles
doit figurer le courant i. Le choix des deux autres inconnues peut étre réalisé
de multiples facons. Nous présentons ici I’'un des choix possibles :

B

étape (a) : L
A C

Au nceud B, ou aboutissent trois
branches, on définit deux inconnues :
i; =i, et iy circulant par exemple de B D
vers C.
étape (b) :

D’apreés la loi des nceuds en B, le cou-
rant circulant de A vers B vaut alors
il + i2.
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étape (c) :

On choisit un deuxiéme nceud, par
exemple A, ol aboutissent
trois branches. On connait le courant
dans la branche AB. On se contente
donc d’introduire une seule inconnue,
par exemple le courant iy dirigé de A
vers D.

étape (d) :

d’apres la loi des nceuds en A, le cou-
rant qui circule de C vers A est
i] + i2 + 13

étape (e) :

On choisit un troisitme nceud, par
exemple D, ol aboutissent encore trois
branches. Il est inutile d’introduire ici
de nouvelles inconnues, dans la mesu-
re oll on connait déja deux courants :
la loi des nceuds permet le calcul du
courant circulant de D vers C : i} + i3.

étape (f) :

On vérifie que la premiere loi de Kirchhoff est bien satisfaite au dernier nceud

C du réseau :

i1+i3+i2—il—i2—i3=0

Cette vérification simple permet la détection d’éventuelles erreurs de calculs.
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étape (g) :

On sélectionne un ensemble de mailles indépendantes (cf exercice 4.1), par
exemple les mailles 1, 2, 3, que I’on oriente (par exemple) dans le sens des
aiguilles d’une montre.

étape (h) :
On explicite la loi des mailles sous la forme: YR i =3 e
-M -M

maille 1 2R](i1 +i2)+R5il—R4i3=O
mailleZ:Rziz—R3 (ll +i3)—R5il =0
maille 3 : Rg (i} +ip +i3) + R4iz + R3(ij +i3) =e

soit :
(R1+R5)i|+R] i2—R4i3=0
—(R3+R5)i1+R2i2—R3i3=0
(R3+R6)i1 +R6i2
+(R3+R4+Rg)iz=¢e

L’analyse de ce systéme d’équations par la méthode de Cramer permet le cal-
cul du courant i, :
0 R -R
. 1 ! 4 e[—R1R3+R2R4]
1 =— 0 R2 —R3 =
A A

€ R6 R3+R4+R6

La condition i =i} = 0 est réalisée lorsque R|R3 = RyR4.

EXERCICE 4.8 :

Ce réseau comporte trois nceuds (A, B, C) et 5 branches. Il faut donc définir
B — N + 1 = 3 courants inconnus, en faisant en sorte que 1’un de ces courants
s’identifie a i. Les deux autres inconnues, i; et i; peuvent étre définies par
exemple comme suit :
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i
—~t L P

[

On détermine les courants dans les deux branches restantes par application de
la loi des nceuds en A et B. On explicite enfin la loi des mailles dans le réseau
orienté, par exemple, dans le sens des aiguilles d’une montre :

6 kQ

A 2k

h

10V |

maillel:—6i1+1(—il—i2)=—7i1—i2=10
maille 2 : iy +ip) + 2y + 3 (=) =iy +6iy=3i=0
maille 3 : — 3(ip— i) + 10i=—3 iy + 13§ = 20

La résolution de ce systeme (cf exemple 2, § 2.3 en annexe) fournit la valeur
dei:
i=-1,68 mA

Par application de la loi d’Ohm, on en déduit ensuite la tensionu =— 16,8 V.

EXERCICE 4.9 :

Ce réseau comporte N = 2 nceuds et
B = 3 branches. Sa résolution nécessi-
te B — N + 1 = 2 équations de mailles.
Au nceud A, ou aboutissent trois
branches, le courant qui circule de A
vers C est déja défini.

Désignons par i' le courant qui circule
de A vers B. D’apres la loi des nceuds
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écrite en A, le courant qui circule de A vers D est alors égal a —i—1i".
Orientons (par exemple) la maille ABCA dans le sens des aiguilles d’une
montre, et la maille ACDA dans le sens trigonométrique.
Explicitons la deuxi¢me loi de Kirchhoff dans les deux mailles sous la forme
Ri=%Ye:
-M -M
maille ABCA : 61 +31-2i=2
maille ACDA: -4 (i+i)-50+i)-2i=3
Le courant i est solution du systéme :
9i'-2i=2
-9i'-111i=3

En additionnant membre a membre ces deux relations, on obtient :
-13i=5

soit :
i=-5/13=-0,38 A

EXERCICE 4.10 :

a) les courants de mailles sont choisis de telle sorte qu’ils circulent en sens
inverses dans les branches communes & deux mailles. Le sens du courant de
maille ABE détermine alors celui des autres courants. Aux quatre systémes de
mailles indépendantes correspondent les courants représentés ci-dessous :

B C
D
N R
A Ny (1) A (2
1, - / - >
iy <
E D E D
< S—
B & CX B c
) (3 A i C (4)
/ 1
i, -
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b) Le systeme (3) dont les courants de mailles 1 et 2 s’identifient aux incon-
nues permet leur calcul direct.

EXERCICE 4.11 :

a) Les équations de mailles s’écrivent numériquement :
maille 1 :3i;-2i,=1

maille2:—211 +9i2—4i3=0
maille3: -4i, +9i3=-2

On en déduit :

3 -2 0f.
A=[-2 9 -4/=3(81-16)+2(-18)=159
0 4 9
et:
-2 0 | 4
i|=l 0 9 _4=_[65—28]=—9=0,31mA
A A 159
-2 -4 9

La tension aux bornes de la résistance R vaut donc :
u= Rl il =0,31 V.
b)

iy
.,




168 Corrigés des exercices

Le sens du courant de maille i; détermine celui du courant i3. Ce dernier
détermine a son tour celui de i,. Les équations de mailles s’écrivent alors :
maille 1 : (R; +Ry) i; —R;iz=¢

maille 2 : (R4 + R5) i2 - R5 i3 =—-€

maille3: -R;ij —-R5iy + Ry +R3+Rg)iz=¢€r—¢

soit numériquement :
3 il - i3 =1
9i)-5iz3=-2
—ij=5ip+9i3=1
Le déterminant de ce systéme vaut :

3 0 -1
A=|0 9 -5[=3.56-1.9=159
-1 -5 9

Le calcul de Ia tension u aux bornes de R, est plus long qu’avec le choix pré-
cédent des mailles indépendantes, dans la mesure ou il faut déterminer ici
deux courants : i et is.

| 1 0 -1 55
ij=—f2 9 -5|=—
A 159
1 -5 9
| 3 0 1 6
i3=—|0 9 2[=—
A 159
-1 -5 1
(1 . 49
On en déduitu =R, (i; —iz) = — =0,31 V.
159
EXERCICE 4.12
Pour analyser rapidement ce réseau 2

par la méthode des mailles, il faut faire

en sorte que le courant inconnu puisse

étre assimilé a I’un des courants de

mailles : celui de la maille ABD, ou 3
celui de la maille BCD.
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Ce réseau a fait I’objet d’une premiere
étude dans I’exercice 4. 1 : On peut
choisir par exemple les mailles indé-
pendantes représentées ci-dessus, et les
renuméroter 1, 2, 3. Le sens des cou-
rants i, et i3 est déterminé par celui de
i = i. La mise en équation du réseau
conduit aux relations :

maille 1 :

(Rl +R4+R5)il —R| iz—R4i3=O
maille 2 :

—R| i| +(R] +R2+R6) i2—R6i3 =—€
maille 3 :

—R4i| —R612+(R3+R4+R6)i3=e

Le déterminant de ce systéme est :

Rl + R4 +R5 _Rl
A= _Rl Rl + R2 + R6
—R4 —R6 R3 +R4 +R6

Le courant i a pour valeur :

] 0 . —R| —R4
i=il=Z—e R1+R2+R6 ——R6
€ —R6 R3 +R4 +R6

1
= Z[e(—Rl[R3 + R4 + R6]— R4R6) +C(R|R6 + R4[R1 + R2 + RG])]
= %[_R1R3 ~RjR4 —~RjRg —~R4Rg + R Rg + RRq + RyRg + RyR¢]
=§[—R1R3 +R,Ry]

La condition i = 0 est satisfaite lorsque R; R3 = R, Ry.

EXERCICE 4.13 :

Ce réseau comporte trois nceuds (A, B, C) et cinq branches. On peut choisir
les B — N + 1 = 3 mailles indépendantes ci-dessous, avec des courants iy, i,,
et i3. Le courant de maille i5 s’identifie alors au courant inconnu i.
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6kQ A 2kQ

(I L 1.
1
4 r s r
10\/‘() [ i2<> ia<> :
1 kQ 3kQ 10 kQ t
LN
c
20V
Le systeme d’équations de mailles s’écrit :
maille 1: 7 i; —i, =10
maille2: —i; +6i,-3i3=0
maille 3: -3 i, + 13 i3=-20
On en déduit successivement :
7 -1 10
-1 6 O
. 0 -3 -20 790
=iy = =-——=-1,68mA
i=is —— 170 m
-1 6 -3
0 -3 13

etu=-16,8 V.

EXERCICE 4.14 :

La résolution du réseau nécessite le choix de B — N + 1 = 2 mailles indépen-
dantes. Pour déterminer directement le courant i, il faut faire en sorte que la
branche BE n’appartienne qu’a I’une de ces mailles, par exemple ABED, et
qu’il en constitue le courant de maille. Pour satisfaire a cette condition, on
choisit comme seconde maille, la maille ADFC, et on oriente son courant i' de
B vers A, c’est a dire en sens inverse de celui de i dans la branche commune
BADE. B - -
A 2Q B 3Q c
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Le systeme d’équations de mailles s’explicite alors comme suit :

maille ABED : 2+ 1)i—2i =2
maille ADFC: —2i+(2+3)i=-2+1

soit:3i-2i'=2
-2i+5i=-1

On en déduit :

)
-1 -

=l 91 10228 o3 A etu=073 V.
3 2] 15-4 11
2 s

EXERCICE 4.15 :

Définissons les deux courants de
mailles i; et i conformément a la
figure ci-contre. Les équations de
mailles s’écrivent alors :

511-4ip=5

—4ij+6i=2u

Dans la deuxiéme relation, on élimine
laf.é.m. (2u') de la source contrdlée en

I’exprimant en fonction des incon-
nues :

U'=4(il—i2)SOit:8(i1—i2)=_4i1+6i2

Le systeme d’équations de mailles s’écrit en définitive :

— 12, +14iy=0
5ij—4iy=5
On en déduit :
-12 O’
. 5 5 -60 60
= = = =2,72A
25102 14] T 12.4-5.14  —48+70
5 -4

et:u=R3i2=2. 2,72=5,44V
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EXERCICE 4.16 :

Définissons et orientons les courants de mailles conformément a la figure ci-
dessous :

AD 0 el D ; D O

Les équations de mailles s’écrivent alors :

maille 1 : 2 Ri; —-Riy =€
maille 2 : - Ri; + 3Ri; —Riz=-u
maille 3:-Ri +2Riz=u+e

On élimine la f.é.m. u de la source contr6lée dans les équations de mailles
2 et 3 en la remplacgant par sa valeur u = Rij, :

maille 1 : 2 Ri; —Riy =e
maille 2 : —Ri; + 4 Ri; —Riz =0
maille3: -2 Ri, +2Riz=e

Le déterminant de ce systéme a pour valeur :

2R -R 0
A=|-R 4R —R|= 2R[8R2 - 2R2]+ R[—2R2] =12R3 2R3 = 10R3
0 -2R 2R

On en déduit :
2R e O

. 1 1 1 2 de
=—|-R 0 -R[=—[2R(eR)+R(2eR)|=—.4eR“ =—
ip A[ (eR)+R(2¢R)] L de 0R
0 e 2R
et : u=4e/10.

EXERCICE 4.17 :

a) On peut choisir et orienter comme suit les trois mailles indépendantes du
réseau. Le courant i' s’identifie alors au courant de maille i et le courant i a

iy — .
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Explicitons le systeme d’équations de mailles :

maillel:(Rl+R5+R4)il—R5i2—R4i3=0
maille2:—R511 +(R2+R3+R5)i2—R3 i3=0
maille 3 : —R4i; —R3 iy + (R3 + R4+ R)iz=e
soit :

15il—10i2;4i3=0

C 10§, + 150y -3i3=0

—4i;-3iy+15i3=¢

On en déduit :

0 -10 -4
0o 15 -3
e -3 15/ 90e
h= A A
15 0 -4
-10 0 -3
. -4 e 15| 85e
R T
15 -10 0
-10 15 O
iy = -4 -3 e _ 125e

A A
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avec
-10 -4
A 1150 1150 3=15" 100 4O -
e T3 15 -3 15 15 -3
4 -3 15

= 3240 - 1620 - 360 = 1260
soit :

i =iy =25e/252eti=i, —iy=e/252

\

b) La résistance équivalente au dipdle
AB, vue par le générateur de tension

est déterminée par la loi d’Ohm : R
upg=up—ug=e—-Ri'=R'{' u D R'
soit : e

R'=e/i' ~-R=252/25-8=2,08k Q.

Wp——> o >

c) La puissance regue par la résistance R a pour valeur p = R i2. Les fléches
associées a upp et ai' sont de méme sens : le produit de ces deux grandeurs
représente donc la puissance p' fournie par le générateur :

plzuAB i|=R|iv2
On en déduit le rapport : p/p' = Rs/R' .(i/i' )2 avec i/i' = 1/25

soit :
p/p' =7,7. 1073

EXERCICE 4.18:

a) Nous avons ici un réseau a trois mailles indépendantes qui présente une
particularité intéressante : I’'un des courants de mailles (i) est imposé par la
source de courant. Il suffit donc d’écrire les équations des deux mailles res-

tantes puisqu’il n’y a que deux inconnues (i; et i3) A R
|
!
1>
maille 2 : — Rij + 4Ri, - Ri; =0 A
4R R P

maille 3 : - Ri; — Riy + 3Ri3 = 0

R -
] R
Aé} /)
soit : ’ | -
4iy—iz =11 2 ‘

—iy+3i3=11 al |
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On en déduit :
i3=5mAeti2=4mA

b) Désignons par R la résistance équivalente au réseau entre les bornes A et
B de la source de courant. La loi d’Ohm relie cette résistance a la tension

up — ug et au courant i : A
UA—UB=Req il e
=R(>; —ip) + R(i; —i3) f
=R(2i; -iy - i3) *
soit numériquement : iy @ u Req
Req =R@2 -4/11 -5/11) N
=13R/11 =1,18k Q. L

EXERCICE 4.19 :

Pour résoudre ce réseau par la méthode des nceuds, commencons par rempla-
cer les deux générateurs de tension par les générateurs de courant équivalents :

A 2ka B i
P I 1 P, .
| SO o
O[] . IS
10/6 mA 6 kQ 1kQ c \ 3kQ 10 kQ
/7‘/1'77

Choisissons C comme nceud de référence. Attribuons respectivement aux
nceuds A et B les numéros 1 et 2 ; désignons par u; et u, leurs potentiels. Le
systeme d’équations de nceuds s’écrit alors :

nceud 1 : uy (1/6 +1 + 1/2) —u, (1/2) = 10/6
neud 2 : —uy (1/2) + uy (1/2+1/3 + 1/10) =2

£ : B
On en déduit : uy = 150/47 V. °
On calcule ensuite u et i en revenant ? i
au réseau initial : 3kQ
“2. 10 kQ
L
C —
N .

20V
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u =u, — 20 = (150 — 940)/47 = — 790/47 = - 16,8V
i=u/10=-1,68 mA

EXERCICE4.20:

z ~ . . 44__7._‘__, —
?l) Dans ce réseau a trois mailles —
indépendantes, la d.d.p. entre les 'T'
nceuds C et D est imposée par la sour-
ce de tension. De ce fait, son analyse A R, ¢ R B
o ’ —1 F—— —
par la méthode des nceuds ne met en A

. . A
ceuvre que deux inconnues, au lieu de
trois pour la méthode des mailles. u, [I R, e?() R, I:I Uy
Pour appliquer cette méthode, choisis-
sons D comme nceud de référence, et | D

explicitons le syst¢eme d’équations de
nceuds : 707

neeud 1 (A) :u; (I/R; + 1/R3 + 1/R) —uy/R-e/R3=0
neeud 2 (B) : —u)/R+uy (1/Ry + 1/R4+ 1/R ) —e/Ry =0

b) numériquement :

neud 1:14u; - 10u,=3e€
neud2: - 10u; +16uy =4e

On en déduit : u; = 88 e/124 =8,8 V

u, =86¢/124=8,6 V
1 - Lad.d.p. u=uj —u, aux bornes de R vaut donc 0,2 V.
2 — La puissance p fournie par la source de tension est le produit :
p=ei, avec:i=u/R; +uy/Ry=8,8 +17,2 =26 mA
soit: p=12,4 x 26 = 322 mW.
3 — La résistance équivalente au réseau est le quotient :

Req=e/i = 12,4/26 = 0,477 kQ.

EXERCICE 4.21 :

Dans le réseau initial, on commence par remplacer le générateur de tension
par le générateur de courant équivalent. On choisit le point B comme nceud de
référence, et on désigne respectivement par uj, u,, us, les potentiels des
neeuds A, D, et C.
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1
[ I |
R,
i R, Ry i c
- I~ L
—a—] | e
A AlD P4
A Uz R R
LI L
e/R
17 B

Le systéme d’équations de nceuds s’écrit alors :

neud 1 (A) : uy (/R + 1/R; + 1/Ry) — uy/Ry — /R, = e/R

neeud 2 (D) : — u /Ry + u, (1/R3 + 1/Ry + 1/Rs) — ug/Rs = 0

neeud 3 (C) : — U]/Rl - U2/R5 + U3 (I/Rl + 1/R2 + 1/R5) =0
soit :

1,375u; - 0,25uy, —u3=0,125 ¢

~0.25u; +0,68uy— 0,1 uz =0

—u1—0,l u; + 1,6 U3=O

On déduit de ce systeme les valeurs des potentiels inconnus uy, u,, us, puis :
. _uz-—u ._€ u
=32 etil=———L

R; R R

EXERCICE 4.22 :

Commencons par remplacer les générateurs de tension par les générateurs de
courant équivalents. Remplacons d’autre part les associations (R//R) par R/2.

u
1a——-—— 2

Py I L o
TR 4 i
e/l@ R/2 \% R/2 \\UTR <>¢
?

77777

Les équations de nceuds s’écrivent :
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neeud 1 :
1 2 u, e
— Sy -2 == 1
(R R)ul R R )
neeud 2 :
_B_L+[L+_2_)u2=1_z @)
R R R R R

Eliminons u = u; — u, dans (2). On obtient alors :

3u|—u2=e
—2u1+4u2=—e

Le déterminant de ce systeme est :

3 -1
A= =12-2=10
-2 4
On en déduit :
e -1
u]—l =—1—[4e—e]=3e.L=3—e
Al-e 4| A 10 10
3 e
u2=l =l[—3e+2e]=—e.L=—i
A2 -¢ A 10 10

et:
u=u; —uy =4e/10.

EXERCICE 4.23 :

a) Remplagons I’association série (e, Rg) par I’association parallele équiva-
lente (e/Rg // Rg) :

p M

ol _—.

e/Rgy

SR
£
pl
=
(=
n

=

—9
1
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Le systeme d’équations de nceuds s’écrit ici :
neeud 1 (B) : u; (1/Rg + 1/R| + 1/R) —uy/R| =e/Rg
neeud 2 (E) : —u/R; + up (1/R| + /R, + 1/Rp) = Bi
avec:Rji=u;—uy
soit, pour la deuxieme relation :
- U]/Rl + Uy (I/Rl + 1/R2 +1/RL) = BU]/RI - BUZ/RI
ou encore :
1 1
—u1E+—1+u2 B—+l+—+~— =0
R, Ry Ry Rp
b) Ces deux équations de nceuds s’écrivent numériquement :
2u;-up=05e
-26u; +31,25u,=0
On en déduit :
A=Y - 0,832 (sans dimension)
uy
puis :
A=Y - £ =0,356 (sans dimension)
€ 3 -1
A
g E— =0,428 (sans dimension)
e 2-A
y=%"% 1 _g02masv
€ R]
E
A R,
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La puissance fournie par le générateur (e, Rg) est :

p'=u||ii+ll-l—]
R

La puissance recue par la charge Ry est :

U22

p:RL

Le gain en puissance p/p' vaut donc :

1 u, u A A
- A"_52

GRu'ulR
Lll+R L Y+—

p=

EXERCICE 4.24 :

L’intensité du courant qui circule dans la résistance de 1 Q résulte de la super-
position de deux courants i et i,.

a) i est calculé en neutralisant la source de tension de f.é.m. 1 V. On se rame-
ne alors au réseau (a) ci-dessous, qu’il est judicieux de transformer successi-
vement en (b) et (c) de maniere a faire apparaitre un diviseur de courant.

2Q B B B
i1
A AN A /7™
J I I I I AN
2V 10| 30 TA 1A
E E E
. G

(@ (b) (©

On en déduit immédiatement :

jmr 2 12
1,2 22

=0,55A

b) i, est calculé en neutralisant la source de tension de f.é.m. 2 V. On aboutit,
par les mémes transformations, au diviseur de courant (e).
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B 3Q B
i2
[] 20 wal] w]] O
1/3A
E E
(d) (e)
Onen déduit :
ip =l. 1.2 =0,18 A
32,2

et:i=i; +i;=0,73 A, soit:u=0,73 V.

EXERCICE 4.25 :

La tension u est la somme des tensions u; et u, apparaissant aux bornes de R
apres neutralisation de la source de courant (a) et de la source de tension (b).

2Q 2Q

ot e[]lu ] R

(@ (b)

1

| O[]

i
U,

Le réseau (a) est un diviseur de tension :

u; = 10. (R/11) - 10 R _ 10R _ 10R

2+(R/ /1) (R+1{2+ R } R+2(R+1) 3R+2
R+1

Le réseau (b) est un circuit parallele pour lequel :
0 = 1 R
)= =
T,1. 1 15R+1
2 R 1

au total :

2R _,

T T
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soit: 12R=6R+4 et R=%=0,67Q

EXERCICE 4.26 :

Laf.é.m. ep du générateur de Thévenin est la tension a vide ug entre les bornes
A et B du dipdle.

La résistance R, n’étant parcourue par aucun courant, la tension aux bornes
de R est égale a u. Par application de la relation du diviseur de tension, on
obtient alors :

er=yp=¢€ R3/ (Rl + R3)
La résistance interne Ry du générateur de Thévenin se calcule en neutralisant

la source de tension . Cette opération se réalise en pratique en supprimant le
cercle qui la matérialise.

R, R,
o A ———e A
R, — I:I R,
* e B L o B

On obtient alors :
R|R;

Ry =R, +
TZ227 R, 4R,

Le débit ny du générateur de Norton est le courant i qui circule de A vers B
dans un court-circuit reliant ces deux bornes :
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R1 Rg
A
A
e ‘ Ra | cc
* ° B
On peut calculer ce courant de plusieurs manieres :
a) en effectuant le quotient :
€T R3 1 CR3
‘nN =——=¢ R R R =
RT  Ri+Ry g, RiRs RiR; +R,(R| +R3)

R +Rj
b) en calculant la tension u aux bornes de R3 par application de la relation des
diviseurs de tension, et en effectuant le quotient i, = u/R, :

. (R, //R3) e R,R;
R1+(R2//R3) R](R2+R3)+R2R3

l_ CR3

R2 - R1R2 +RIR3 +R2R3

et: My =g =

c) en remplagant le générateur de tension (e, R) par le générateur de courant
équivalent (e/R;//R) et en appliquant la relation du diviseur de courant :

e/Rﬁ l:l R R R, e/R‘T@ l:] R,/ Ry R,

. e R, //R;3

L ey e

R; Ry +(R;//R3)
eR3

- R1R2 +R1R3 +R2R3

d) par application de la méthode des mailles :
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R, R,
A .
i ICC
e| %Q I“Q
R,

maille de gauche : (R; + R3) i—Rji, . =¢
maille de droite : — R3i + (Ry + R3)i =0

soit : R, +R; e
i _ —R3 0 _ eR3
e ‘Rl +R;  -R3 (R +R3)(Ry +R3)—R32
-R; R, +R;
eR;

- R1R2 + R]R3 +R2R3

EXERCICE 4.27 :

Le diviseur de tension a gauche de A et B peut étre remplacé par le généra-
teur de tension :

edefém. e =e 2 =E=4V
2+2 2
e de résistance interne R| = 2//2 = 1 kQ
1kQ o 1kQ c 1ka
T
A
e1:e/2‘ 2 kQ 2 kQ u
B D

Le diviseur de tension a gauche de C et D peut étre remplacé par le généra-
teur de tension :
2

edefém. e, =e|.2=%1=2v
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e de résistance interne R, =2//2 = 1 kQ 1kQ

e2=e/4T

D

On se ramene finalement a un diviseur de tension pour le calcul de u :

2
u=e, =22 _C_1vy
2+2 2 8

EXERCICE 4.28 :

Pour calculer la f.é.m. ep du généra-

teur de Thévenin équivalent au réseau,
vu de la charge de 1 Q, on déconnec-
te la charge.

Désignons par i' le courant qui circule
dans la maille ainsi formée, par
exemple dans le sens des aiguilles

d’une montre. Si on oriente cette
maille dans le méme sens, la deuxiéme
loi de Kirchhoff s’écrit :

2+3)0'=2-1,s0it:i'=1/5A
On peut calculer uy = er.en décomposant cette tension en :
Ug=(ug—up)+(up—-up)=-2/5+2=16V
ou bien :
ug = (ug —ug) + (uc —up)

ce qui conduit au méme résultat. B

Pour calculer la résistance interne du 2Q
générateur de Thévenin, on neutralise
les deux sources de tension.

3Q

On en déduit : Ry =2//3=1,2 Q.
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On peut maintenant remplacer le B
réseau initial par le réseau ci-contre : { } *
R; i
Le courant i qui circule de B vers E
dans la résistance de 1 Q vaut : ?C) 10
e 1,6
=—L _=2"=0,73A &r
Rr+1 2,2
E

On en déduit : u=0,73 V.

EXERCICE 4.29 :

a) La tension a vide u représente la f.€.m. e du générateur de Thévenin équi-
valent au réseau, vu des bornes M et E. On peut la calculer de plusieurs
manieres :

e par la méthode des nceuds, en remplagant le générateur de tension (e, Rg)
par le générateur de courant équivalent (e/Rg//Rg).

B R i E E
™ L o o
_— A
» 4
A
O ] DIEEE
G/RG U, U
/"/TT/ M

Dans ce circuit a trois nceuds B, E, M, le systtme d’équations s’explicite

comme suit : ! { : . .
neudB: | —+—+ — ul——i)-:———

neud E: ——L + L+——1—- ug =i
R, |[Ry Ry

_U—Uup
R,

avec: i

soitenE: ——L + —1—+L u0:£U1—£u0
Ry |R; R, R, R,
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et —Eﬂu,+[ﬁ—ﬂ+ IJU():O
Ry Ry 2
1 1 1 e
R R R, Rg
_B+1 0
On en déduit : ug = R
nen dé : 0 L_*_l T T
Rg R R R,
_B+1 p+1 1
R, R, R,
2 £
2
. L. -26 0 26e
soi1t numerlquement: UO= | :g
26105
4

¢ en remplacant le diviseur de tension constitué par la source de f.é.m. e et les
résistances Rg, R par son équivalent de Thévenin (e, R') :

RO Ol

e'=e RIR +Rg) =el2

R'=R//Rg =1kQ
La tension aux bornes de R, est donnée par la loi d’Ohm :
ug=Ry, B+ 1)i=104i
Parailleurs : ' —ug=(R'+ R))i=e/2 -y,
soit : i = e/4 — ug/2
On en déduit :
ug =104 [e/4 —uy/2 ]
ug 106/2 = 104 e/4
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et:uy=26/53¢

b) Lorsqu’on relie les bornes E et M par un court-circuit, la tension aux bornes
de R, devient nulle : cette résistance n’est donc parcourue par aucun courant.
Par application de la loi des nceuds en E, on établit que :

ic=i+Bi=@+1)i=26i

A0 ] Pl

Pour exprimer i en fonction de e, on peut remplacer le générateur de tension
(e, Rg) par le générateur de courant équivalent.

B R i E
I |—»
| N R
O =l o] St [
e/Rg M
ne
/717
i est alors donné par la relation du diviseur de courant :
= L/R _e_ L __e
Rg 1/Rj+1/Rg+1/R 27, 1 1 4
2

en définitive : i, = 26i = 13/2 ¢
C’est le débit du générateur de Norton équivalent au réseau, a gauche de E

et M.

c)La résistan;:e interne du générateur de Thévenin est le quotient :
Ry =up/i. = 26/53 . 2/13 = 4/53 = 0,075 kQ.

d) On peut calculer directement Ry en neutralisant la source de tension indé-
pendante et en maintenant la source de courant controlée.
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o
(9]
—
LI
s}
ol
.
e
-
Z¢ —— pem
-
-
N
_/

Désignons par i' le courant qui pénetre par la borne E lorsqu’on applique une
tension u' = ug — up. La loi des nceuds s’écrit alors en E :
B+1)i+i'=u/R,
avec:Uu' =-[R; +(R/Rg)] i
B+1

Onen déduit: i'=u' L+_.__
R, R;+(R//Rg)

et: r=Rp=u'/i"=4/53=0,075kQ

e) Le réseau connecté a la charge R peut étre remplacé par ses équivalents
de Thévenin ou de Norton :
E E

A

R
A
A0 e MO w]] w

U,

=
=z

Dans le premier cas, on a un diviseur de tension :

R _26e 0,2

Uy =y ————=——.
27"TR_+Rp 53 0,275

soit: A =52 =0,356¢
e

Dans le second cas :
Rt R

Uz=ﬂN(RT//RL)=nNi{f:§—
T+Ry
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Cette derniére expression conduit au méme résultat numérique que la premiére.

f) e 8 R
—1 e

Iy

0 {[ bl D

P m

L
e 4

Désignons par u la tension entre les bornes d’entrée B et M du montage lors-
qu’il est relié au générateur (e, Rg) et par i) le courant qui pénétre alors par
la borne B. La résistance d’entrée du montage est par définition le quotient :
Ie = “1/11
La loi des mailles nous permet d’écrire :
u; =Rji+uy =Rji+(Ry //RL)(B+1)i
d’ou :
SL=R;+(B+1)(Ry//RL)=1+4,95=595kQ

Ecrivons maintenant la loi des nceuds en B :

d’ou : i—1—l+L—l+ 1
’ uy R u R Ry +(B+1)(Ry//Ry)

=0,5+0,168 = 0,668 (kQ_l)

Ceci étant la conductance d’entrée [_1_) , on en déduit facilement :

Te

Ao =1,5kQ

L

Remarque 1 :
Le déroulement du calcul permet de reconstituer la résistance d’entrée r, sous
la forme du dipdle équivalent représenté ci-apres :
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:| r D r.=RIR, +r1)

M

Dans ce schéma, apparaissent les deux résistors R et R, physiquement iden-
tifiables en tant que composants du montage, associés a une résistance pure-
ment “dynamique” r = (B + 1)(R2 //R L) dont la valeur est fonction du coef-
ficient f.

Ce type d’observation peut €tre généralisé aux circuits comportant des
sources liées, c’est-a-dire en pratique aux circuits électroniques construits
autour de coniposants actifs, tels les transistors.

En se reportant au résultat de la question (d), on pourra constater qu’il en est
de méme pour la résistance de sortie qui fait apparaitre, elle aussi, un terme
purement dynamique associé a un résistor :

R, +(R//Rg)

B+1
On gardera donc a I’esprit que la résistance de sortie (résistance interne du
générateur de Thévenin équivalent vu par la charge), tout comme la résistan-

ce d’entrée (équivalente au montage vu par le générateur d’excitation), sont
des “parametres résistifs”’, mais non de simples résistors.

I'S=R2//

Remarque 2 :

Au total, un montage €lectronique, éventuellement trés compliqué, utilisé en
régime linéaire, pourra le plus souvent étre schématisé sous 1’une des formes
suivantes :

e en utilisant la représentation de Thévenin, avec u, = Au,

Re !
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e en utilisant la représentation de Norton, avec i, = A'i,

n|

Ces deux représentations sont bien siir équivalentes et permettent de calculer
tres commodément la réponse obtenue sur une charge R; placée entre les
bornes de sortie, lorsqu’un signal est injecté a I’entrée par un générateur d’ex-
citation (e,Rg) ou (n// Rg).

EXERCICE 4.30 :

a) Pour déterminer la f.€.m. et = f(e) du générateur de Thévenin équivalent au
montage, on déconnecte la charge R| :

R,
| —
e
y gu
Ro 0 ! 5
o< -— © > - ®
u <I> 0 A
- gu
3 = = X
0
77777 M

Dans ces conditions, la résistance R n’est parcourue par aucun courant, et la
tension entre ses bornes est nulle. 11 en résulte :
e que le courant délivré par la source contrdlée circule intégralement dans R, :

uy =—guR, =—-50u
e que u est la tension aux bornes de R :
u=eR/(R+Rg) =¢f2 '
On en déduit : e =uy =—25e
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Pour calculer la résistance interne du générateur de Thévenin, on neutralise la
source de tension :

R, i,-gu
i i,
L p— - -
u

- gu

1

|

X

&

— 40
/A

Ras// R I:I >? U

Iy
.
>

M
On applique une tension u, entre les bornes D et M, et on désigne par i, le
courant qui pénetre alors par la borne D.
Par application de la loi des nceuds, on établit que les courants circulant dans
R, et R, sont respectivement i, et i, — gu, de sorte que :
Uy = Rz(iz - gll) + Rl i2
avec:u=-Rji,
On en déduit : uy =i, [R; + R, (1 + g R))]

et: Ry =—2=20,2kQ
Iy

b) Le courant traversant la charge R { }
est obtenu en remplagant le réseau ini- R, [
tial par son équivalent de Thévenin :

1D

_ et _ —25e_

RL + RT 25
(valeur en mA quand e est exprimé en
volts)

EXERCICE 4.31 :

a) Le diviseur de tension a gauche de R peut étre remplacé par son équiva-
lent de Thévenin :
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I 1 Py | — | °
| IR e
R R:
eT() Ro [] er?()
-
e =e Rr=Ry//R= RRo
R+R, R+R,

L’association Bi // R, peut étre remplacée par I’association série (R, i, Ry).

A
R 9|
€,

Le réseau initial ainsi transformé peut étre identifié au réseau B :

Roe . .
e =er= =0,5e e, = R,[B1=3201
=T =RoR, 2 =RyPi
RR
=Rt = 0 —1kQ =R, +R; =10kQ
P1 T R+R, P2 2 L

b) Les équations de mailles correspondant a la figure ci-dessus s’écrivent :
maille 1 : (p; +R))i-Rji'=¢
maille 2 : —Rji + (pp +R)) i'=—e;=—R, Bi
soit :
(Pr+RpPi-Rji'=¢
RyB-R)i+(pp+RPiI'=0
c) Ce systeme d’équations s’écrit numériquement :
1,2i-02i'=0,5¢e
31981+ 10,21 =0
On en déduiti=¢e/14,9 ;i'=-e/048 ;u=Rji'=-4,2¢
d) La charge R;, parcourue par un courant d’intensité i', absorbe une puis-
sance :
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p=Ryi'2=868¢2

La puissance fournie par le générateur de tension est le produit p' = u"i",
avec :

u"=e—Ri"=R0(i"—i)=Rl (l—l')

Y-

Des deux derniéres relations, on tire :
i"=i+[R;(i-1)]/Ry=0,284¢

On en déduit : p' = u"i" = (e = Ri") i" = 0,123 €2
et:Gp=p/p'=71

EXERCICE 4.32 :

a) Au nceud B : uT_e+u/R2=—[3i

b) Pour calculer le gain A = u/e, il faut éliminer i :

i= C/R]

On obtient alors : 1—£+L=_.[3i
R R Ry R,

soit : 1 B 11
el -——|=u| —+-—
R R, R R,

JRI-RB_ R+R,
RR, RR,

et:
_(Ry=BR)R, 1-BR/R;
" Ri(R+R;)  1+R/R,
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c) La résistance R est traversée de A vers B par le courant Bi.

A

Y74
La tension ug vaut alors :
ug=e—RBi, avec : i =e/R,
soit:ug=e (1 -BR/R;)
d) Les bornes B et C sont au méme potentiel zéro. Il en résulte :

. e—0
1=

A

Y7

La loi des nceuds s’écrit alors en B :
e =i'—Bi
avec :i=¢e/R|.
On en déduit : i, =e/R-Pe/R; =e (I/R-B/R})
e) La résistance interne du générateur de Thévenin est le quotient :

R p /i e(R; -BR)RR,
=€ =u 1 = —=
T=€r/MN =Up /e R, e(R, - BR)
f) La tension u aux bornes de R, a —
. 1 i
pour expression : A

R, |

u=ep.——
R2+RT eT‘A ) R, [} u

On en déduit :
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U_RI—BR R2
R, 'R+R,

e |

EXERCICE 4.33 :

a) La f.é.m. e du générateur de Thévenin est la tension a vide uy = ug — uc
lorsque la charge R est déconnectée.

A R, B

— o

}

Rs
R, |
[}

! .
T

L | -

" R, C

On peut exprimer les potentiels ug et uc en fonction de u, en utilisant la rela-
tion des diviseurs de tension :

ug =up ———R4
R4+R1
uc =up ——R3
R3+R2

On trouve alors :

Ug=ug—Uuc=u Ry __Rs
07TBTCTIAIR, 4R, R3+R,

4 3
—un | 3-2)-uprs
55
On peut exprimer ensuite u, en fonction de e en faisant apparaitre un troisie-
me diviseur de tension ; up est la tension aux bornes de I’ensemble :

(Rl + R4) 1 R3 + R2)

On a donc :
(Ry+Ry4)//(R3+Ry) 25 e

[ =e =—
Rg+(R;+Ry)//(R3+Ry)  2,5+2,5 2

Up =

Autotal :er=ug=e/10=1V
Le débit y du générateur de Norton est le courant de court-circuit qui circu-
le de B vers C. ‘
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i A R, ii B
H(3
R
Y
O
e R,
l 1
T | NS |
7711/ R, C
Les résistances en parallele R et R, constituent un diviseur de courant :
. . R
1= l—2
R+ R,y
Il en est de méme des résistances en parallele Ry et R3:
. . R
R3 + R4

D’apres la loi des nceuds écrite en B, le courant i.. a pour valeur :

. . . R, R3 ,|:2 3] 5i
lee =11 714 =1 = =l ——-= ===
R|+R2 R3+R4 3 7 21

Par ailleurs, le générateur (e, R) étant chargé par I’ensemble R / R, en série

avec R4/ Rz, 0on a:

- e _ e _ 2le
Rg +(Ri//Ry)+(Rq//R3) 55,2, 12 1025
3 7
On en déduit :
. Se
= =——_—"—'_0,49 A
NN = 1cc 102.5 m

La résistance interne du générateur de Thévenin est le quotient :

Ry =ug/ie :%’—5=2,05k§2

b) La tension u aux bornes de la charge résistive a pour valeur :

AO [l e ] o
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u=erR/(R+Ry)=0,18V
ou:u=1ny R/Rp)=0,18V

EXERCICE 4.34 :

Le théoréme de Millman fournit directement 1’équivalent de Thévenin (e,
Rt) de I’association paralléle des générateurs (e}, R)), et (e, Ry) :

e, e
er = R] R2 _ 61R2 +62Rl
T= =
_1.+L R1+R2
R, Ry
1 R.R,
R+ = =
T L_}.L R1+R2
R; Ry

EXERCICE 4.35 :

a) La transformation étoile — triangle ou réseau en T — réseau en 7 est un cas
particulier de transformation étoile — polygone. D’apres le théoréme de
Kennely, on a ici :

G;.Gy
ij -
G1+G2 +G3
soit, par exemple :
1 G;.G,
(h2=i—‘=a——L————
12 1+Gy+G3
et:
R _1/R1+1/R2+1/R3_R2R3+R1R3+R1R2
12 = -

1/R.1/R, R,

Les expressions des autres résistances s’en déduisent par permutation circu-

laire :
aire R4R; +RyR; +R,R3

Ry
_ RiR, + R3R2 +R3R;
Ry

Ry =

R3)
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En les additionnant membre 2 membre, on obtient :

Ry +Ry3 + Rz =[RRy +R,R3 +R3R1][Ri+i+i]

_ [R1R2 +R1R3 + R2R3]2
- RiR2R;

Par ailleurs :
[RiR, + R R3 +R,R5 ]
R3R,

Rpp.Riz=

de sorte que :
= RpRy3
Rpp +Ry3+Ry3

On déduit ensuite par permutation circulaire :
)= R23Ry
Rj2 +Ry3+Ryp3
y=— Rl
R +Ry3+Ryp3

EXERCICE 4.36 :

a)
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En utilisant les résultats de I’exercice précédent, on a :

R, =__ﬁgi_=L_o,4g kQ
R;+R4+R5 2,1
R
g IR _Ol_ os3k0
RI+R4+R5 2,1
Rp=—>aRs 06 huska
R{+R;+Rs 2,1

b) Le courant i' que débite le générateur est i' = e/R, avec :
R= R6 +RA +(RB +R2)//(RD +R3)

=0,1+0,48 +1,02=1,6 kQ

soit : i'=£=6,25mA
1,6

On peut calculer les courants i et i,

qui traversent R, et R3 par la relation

du diviseur de courant :

. RD +R3 1

L= =—
"Rp +R3)+(Rg +Ry) 2

RB +R2 =1_
(Rp +R3)+(Rg+Ry) 2

i2:

En revenant au réseau initial, on en
déduit :

U=R5i=—R3i2+R2il=0V
soit:i=0







Exercices sur le chapitre 5

EXERCICE 5.1 :

D’apres la loi des nceuds écrite en A, le courant débité par le générateur est la
somme :

i=ig +iL

D’apres la loi des mailles, on a d’autre part :

e=u+uc
Uc
- - A
——}

AC

/
c
e ——m——P0¢
8]
-

Pour déterminer la phase du courant i, on réalise une premiére construction de
-
Fresnel a I’instant ou le vecteur OU associé a u est porté par ’axe Ox :
- -
les vecteurs OR et RL, de normes Iz = U/R et I} = U/wL, associés a ig et

ir, sont alors dirigés respectivement vers les x >0 et les y < 0.

On construit ces deux vecteurs en choisissant arbitrairement la longueur de I’un
d’entre eux : on peut prendre par exemple OR = 20 mm, et par conséquent :

RL=ORI—L=20£=2O.1,2=24mm
IR oL
On détermine alors graphiquement 1’angle @ = 50° qui mesure le retard de i
par rapport a u. Ce résultat peut étre vérifié par le calcul :
¢ = Arc tg [I; /Ig] = Arc tg [1,2]

__)
La tension ug, en retard de 90° sur le courant'i, est associée au vecteur OC

é
de norme U¢ = I/0C, orthogonal 2 OL. Comme :
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I:\/OR2+RL2 =UJ%+%=1,3U
R 0L

(valeur en mA quand U est exprimé en V), ona :

Uc =é=0,8.1,3U =1,04U

» X

On réalise une deuxiéme construction de Fresnel en choisissant arbitrairement
_)
la longueur du vecteur OU, par exemple 25 mm. Dans ces conditions, on

- -
construit successivement le vecteur OC perpendiculaire a OL, de

- -
longueur 1,04 x 25 = 26 mm, puis le vecteur CE = OU. La résultante

- — -
OE = OC + CE est associée a la f.é.m. e.

On détermine graphiquement :

¢ ’avance de phase de i par rapport a e :
Y =0 — Q. =0; =23°=0,4rad

e la longueur OE = 17 mm, d’ou I’on déduit :

=1—7-U=£ L=0,52 I
25 25 1,3
et: I=i519mA
0,52

Le courant i a donc pour expression (en mA) : i = 19 cos (104 t + 0,4)
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EXERCICE 5.2 :

On a cette fois : i=ig +ic,et:e=u+up,

B

-
La premiere construction de Fresnel, réalisée a I’instant ou le vecteur QU

— —
associé a u est porté par Ox, met en jeu les vecteurs OR et RC associés a ig

_)
et ic : on peut prendre pour OR une longueur de 20 mm, et par conséquent

-
pour RC une longueur :

RC = OR.:—C= OR.wCR =20.1,5=30 mm
R
puisque Iz = U/R et I = oCU
On détermine alors graphiquement 1’angle ¢ = 56° qui mesure 1’avance de i
par rapport a u. Ce résultat peut étre vérifié par le calcul :

¢ = Arc tg [Io/IR] = Arc tg [1,5]

[=VOR2+RC2 =U Elz—ﬂnzc2 =1,50U

_)
Fixons comme précédemment & 25 mm la longueur du vecteur OU. La
deuxiéme construction de Fresnel met en jeu :
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- -
e le vecteur OL perpendiculaire 2 OC , de longueur :
OL=Up =oLI=1.1,50U = 37,5 mm

- i
e le vecteur LE = OU

_)
Apres construction de la résultante OE associée a la f.é.m. e, on détermine
graphiquement :

e I'avance de phase de e sur i :
© — ¢; = 50°, soit : ¢; = - 50° =-0,88 rad

e la longueur OE =22 mm, d’ou I’on déduit :

soit : I=1,5.£E517mA
22

En définitive : i = 17 cos (104t — 0,88)

EXERCICE 5.3
On a dans ce cas :

izic+ig,et:e=u+ug

o) M

Les courants ic et if, sont respectivement en avance et en retard de 90° sur la
- - - o
tension. A I’instant ot OU est porté par Ox, la résultante OL = OC+CL des

vecteurs associés a ces 2 courants est dirigée vers les y > 0, puisque :

Ic =wCU =125 U est supérieur a Iy = EL— =U
()
Autotal : I=1--1; =0,25U.
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Pi-0. |
)

g
° u

_)
La tension ug étant en phase avec i, on construit tout d’abord le vecteur OR
-
colinéaire a OL, de longueur RI = 0,25 RU = 0,3 U, puis le vecteur

- =
RE =OU de longueur U. On déduit géométriquement :

E=\/U2+U§ =U\/l+(0,3)2 =1 @

0,25

soit : I = 24 mA.
®; — Qe = ¢; = Arc tg [U/Ug] = Arc tg [3,33] = 73,3° = 1,28 rad

EXERCICE 5.4 :

La résolution de cet exercice par la méthode de Fresnel s’effectue en trois étapes :
a) On établit tout d’abord une relation entre i et u.

Le courant que débite la source de tension est la somme i = ig + i des
courants circulant dans R et C, d’apres la loi des nceuds.

e ip est en phase avec la tension u.
e ic est en avance de 90° sur cette tension.

_%
Effectuons la construction de Fresnel a I’instant t ol le vecteur OU, de
norme U, associé a u = U cos(wt + ¢,,) est porté par I’axe Ox :

H
e le vecteur OR, de norme Iz = U/R = 0,5 U est alors porté par cet axe.

_9
e le vecteur RC, de norme I = ®CU = 0,6 U est dirigé vers les y > 0.

Pour réaliser en pratique la construction, on choisit arbitrairement la longueur
OU, en prenant par exemple 50 mm. Dans ces conditions :

OR =25 mm et RC = 30 mm
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— - -
La résultante OC = OR + RC est associée au courant total i =1 cos(wt + ¢;).

On détermine graphiquement :

o I=OC=9£.U=O,78U
ou

® @ — @, =50°
On peut vérifier ces résultats par le calcul :

o I=yI§ +1¢ =U\/§m2—c2=u 0,25+ 0,36 = 0,78U
e ¢; — ¢, = Arctg[Ic/Ig ] = Arctg[@CR]
= Arctg[l,2]=50,2°

b) On établit ensuite une relation entre e et u en examinant la partie du réseau
située a gauche des bornes A et B.

<
s
-
-
T

D’apres la loi des mailles :
e=ugp +up +u
e la tension upg: est en phase avec le courant i : elle est donc associée au vec-
_> . . . _)
teur OR' de norme Ui =RT=0,8.0,78 U=0,62 U, dirigé suivant OC .
Sur le diagramme, ce vecteur a une longueur de 31 mm.

e la tension u;_est en avance de 90° sur le courant i : elle est donc associée au

%
vecteur R'L de norme U = wLI=0,821=0,64 U. Sur le diagramme, ce vec-
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teur a une longueur de 32 mm.
-

_)
o ]a tension u est associée au vecteur LE colinéaire a OU.

- - - - . . .
La résultante OE =OR' +R'L + LE est associée a e. On détermine graphi-

quement :
oE=0OE=63mm=1,26 U
° Q. — ¢, =44,5°

L E

¢) On détermine en dernier lieu les expressions de i et de u.
e sachant que E=1,26 U=10V, et que I =0,78 U, on calcule :
Uu=78V
[=6,1A
e sachant que @, = 0 par hypothese, que @, — @, = 44,5° et ¢; — ¢, = 50°, on
déduit :
@, =-44,5°
©; = 50° + @, =5,5°

En définitive, si on exprime t en secondes et ® en degrés par seconde, le
courant i et la tension u ont pour expressions :

i=6,1 cos(wt + 5,5) (en A)
u=7,8 cos(wt — 44,5) (en V)
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EXERCICE 55 :

La bobine peut étre modélisée par Ao  }——

I’association série d’une résistance R
avec une inductance L.

L’impédance complexe de ce dipdle
est:Z=R +joL

Les amplitudes complexes U et I asso-
ciées a u et i sont liées par la loi Be
d’Ohm :

joL

f
Q200

U=2Z1 avec:U=Uel® =U=+2 Ugy =311V

o [’amplitude du courant est le module de I :

1= avec: [z]=VR? + 2 12 =R? + 4n?N2L2

12|

=202+ (0,1.21.50)* =37,2 Q
soit : I = 8,35 A.
e La phase ¢; du courant est I’argument de I :
¢;=Arg[l]=09,-Arg[Z]=0-Arctg [(DT!L}
=-Arctg[1,57]=-57,5°=-1rad

A T’instant t, le courant qui circule dans la bobine a pour expression :
i=28,35 cos(100 mt — 1)

EXERCICE 5.6 :

a) L’impédance complexe de ce dipdle est :

z=zR+ZL+zc=R+j[wL—icj
w

Ce dipole est équivalent & un résistor lorsque la partie imaginaire de son impé-
dance complexe est nulle. Ce résultat s’obtient & la pulsation wy, telle que :

1 . { 1
ool = soit : g =4/
(J)Oc LC
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b) Le déphasage ¢ = ¢, — @; entre la tension u et le courant i est égal a I'ar-
gument de Z :

oL 1c L
T (O]
=@, —9; =—=Arctg| ——— [=Arctg|2-
P=0y —¢; 4 retg R re gl: 2CR2:|

L

. L
soit: tg—=2-— =1
547 cr?
et: = —L
2R?
L’amplitude du courant est le quotient :
U
I=—
12|

avec: [Z|=R (1 +j)|=R~2

U b
Onendéduit: i= —=cos|®Wt-—
R+2 [ 4)

c) Ces trois dipdles en série étant parcourus par le méme courant i, on effec-
tue la construction de Fresnel & I’instant o ce courant est associé a un vecteur
porté par Ox.
e la tension ug aux bornes du résistor est en phase avec i. Elle est associée au
_)
vecteur OA dirigé vers les x positifs, de norme RI.
e La tension uj aux bornes de I’inductance est en avance de 90° sur le cou-
_)
rant. Elle est associée au vecteur AB dirigé vers les y positifs, de norme wLI.
e La tension uc aux bornes du condensateur est en retard de 90° sur le cou-
%
rant. Elle est associée au vecteur BC dirigé vers les y négatifs, de norme
l/wC.
- - - o . .
Le vecteur OC =OA + AB + BC est associé a la tension totale :

U=UR+UL+UC

Dans le cas général (figure a), ce vecteur de norme U fait un angle ¢ avec
I’axe Ox, représentant le déphasage @, — ¢; entre u et i.
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B B B
e
C
oLl C
¢ /4
) »> c e O —_—
o)
A o A o) A

(a) (b) ()

La question a correspond au cas particulier (b) ou les longueurs AB et BC sont
égales :

_1___ = (DOL
(Doc

La question b correspond au cas particulier (c) ou :

OA=AC=CB= %,et(p=45°.

EXERCICE 5.7 :

L’impédance complexe du dipdle est :
: N
Z=_]0)L+|:—+](OC]
R

R - jo CR?

=joL — "
1+ 0% C*R?

+———=joL+
1+ jo CR

Ce dipdle est équivalent a un résistor lorsque la partie imaginaire de son
impédance complexe est nulle :

coL[1+m2 C2R2]=coCR2

soit :
CR?

1+ 02C2R2

EXERCICE 5.8 :

a) L’admittance complexe du dipdle représenté en (a) a pour expression :



Circuits électriques linéaires 213

. R-joL
to e Tl
R+joL R +0°L

Numériquement :
Y=0,05+j045=1/Z

b) On déduit du résultat précédent :

o 7= ! =2,2Q

1(0,05)% +(0,45)

e @ =Arg [Z] =- Arg [Y] = - Arc tg [0,45/0,05] = — 83,7°

c¢) Désignons par Y' = G' + jB' I’admittance complexe du dipdle X. Par hypo-
thése, la somme :

Y+Y=(G+G)+j(B+B")

doit étre réelle.

¢ On peut utiliser une inductance pure L' telle que : ! —=0,45
soit : L'y = 0,222 mH ®L
e On peut également utiliser une bobine réelle (L', R') de méme susceptance,
c’est a dire telle que :
ol

- =0,45
Rl2 +(02 LI2

La valeur de L' doit étre alors inférieure a L'j . La valeur de R' ne peut pas étre
quelconque, puisque 1’équation :
2.2 0L

o L 22 +RZ=0
0,45

n’admet de solution en WL' que si : 4R’ 2((1/0,45)2

c’est-a-dire : R'( 1 = R'(L,11Q
0,90

’

Si I’on choisit par exemple R' = 1 Q, on obtient deux valeurs possibles :
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_[oL'=1595 = L'=016mH
SO oL'=0,626 = L'=0,06mH

Il existe donc une infinité de solutions (L', R) avec R' < 1,11 Q et
L' < 0,222 mH, mais on ne peut choisir indépendamment L' et R".

EXERCICE 5.9 :

a) L’admittance du quartz s’écrit :

| .
Y(jo) = jo Co+——1=JwC0+L2C-
ij+. 1-0“LC
joC
1+ C£ - 0%LC
. 0 .
= joC = jB(w)
0 1-0*LC !

Cette admittance, purement imaginaire, devient infinie en module (résonance
série) lorsque le dénominateur s’annule :

-0’ LC=0 = o}=—
LC

Elle devient nulle (résonance parallele) lorsque :

1+ 0’Lc=0 = mf,:l 1,1 = 2 1+ <
Co L{c ¢, Co

Compte tenu des valeurs numériques proposées (C << Cp), on constate que ,,
est a peine supérieur a 0 :

On trouve :
o, = 1000 krad/s ; 0, = 1005 krad/s

b) L’admittance du quartz pouvant se mettre sous la forme :

(.02-(!)2

. . p
Y(jo)=jo Co o -2

nous écrirons I’impédance :
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2 2
1 0w -
Z(jo) =~ ——3 = X(0)
_(J ) jo Cy mz-mg !

La variation de la réactance X(w) s’en déduit trés simplement :

® 0 W 0, +o0

X(®) |—oo T 0 T 400 || — oo T 0

Ce qui permet d’esquisser les courbes représentant |Z| et ¢ = Arg [Z] en fonc-
tion de  :

121 ] g
: j T =

0 .

N |

A

|
+7/2
Inductif
0 - R
o
Capacitif Capacitif
-n/2

On note que le quartz présente un comportement inductif dans I’étroit domai-
ne de pulsations limité par w; et w,,. Cette propriété est mise a profit pour réa-
liser des oscillateurs sinusoidaux dont la stabilité en fréquence est remar-
quable.

Remarque :

Il va de soi, qu’en réalité, les pertes ne sont pas rigoureusement nulles. Il fau-
drait donc introduire dans le schéma équivalent du quartz une résistance r (trés
faible) en série avec I’inductance L. Dans ces conditions :

e I’'impédance Z serait faible, mais non nulle, a la pulsation w;

o elle serait trés grande, mais non infinie, a la pulsation o,




216 Corrigés des exercices

-_—

® la courbe () serait quelque peu “adoucie” en ; et ®,

EXERCICE 5.10 :
a) Les impédances complexes des dipdles sont égales :
. JR' X' jRIX' (Rv_jX') R'X'2+JR'2 X'
Z=R4X=or—r= Gy R 7, w2
R'+jX R“+ X' R'“+ X

En identifiant parties réelles et imaginaires, on obtient :

_ Rlez _ Rl
R'2+X'2 R.Z
1+F

__R2x  x
- ' 1y t2
R2+x2 - X2
R'2

On établit les relations inverses en €galant les admittances complexes des
deux dipdles : . .

1 1 Il _j_ 1  R-jX

R X R X R+jX R2+X2

2 2
On en déduit : L:%:Reu
R R“+X
1 X . R?+x2
et: ——'-=2§2-:)X - -
X R+X X

b) Le coefficient de qualité a pour expression :
Q=X/R=R'/X"

c)
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D’apres les résultats précédents :
, R? +X2 2\ _ 2
R ——R—~R(1+Q ):RQ
On remarque que R' est tres supérieur a R. Par ailleurs :
2. x2 X*1/Q%+1
x=RHXT [ ]:x Lir)=x
X X
Comme : X'=wL'et X = 0L, on a aussi :
, 1
L'=L|1+ 62— =L
Les deux inductances sont du méme ordre de grandeur.
d) On a dans ce cas :
Rl Rl Rl A R C B
R == —
R' 1+Q° Q
1+ —
XI
On remarque que R est beaucoup plus R'
petit que R'. D’autre part : A — B
1 v *——nt —e
X= ——X——z— = L =X 1
X 1+ L IC;
l+— '
R'2 Q?

En remplacant X et X' par leurs valeurs :

X:-L X':-.l_

oC oC

on établit que C est voisin de C'.

EXERCICE 5.11 :

Déterminons les impédances complexes dans les quatre branches du pont :
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ZAB=1/j(DC1

Ry

ZBC=R2 //1/J03C2=m

Zcp =Ry

Zpa =R+1/jo C
Le pont est équilibré lorsque : Z g Zcp =Zpc Zpa

soit : .Rl _[ R+ .RZ
JoC JoCj\I+jwCy R,y

é

1 R (1+joCyRy) R

R+ —— =1t -
joC JwClRZ _]OJCIRZ

En identifiant les parties réelles et imaginaires :

R=S2 R, c=c, X2
G Ry

EXERCICE 5.12:

On a dans ce cas :

R
ZAB =i—.—'
+) 0)C1 Rl
Zpc =
Zcp=Q

La condition d’équilibre du pont: Z 5 Zcp =Zge Zpa

R;Q _ RP
I+joCR; 1+joCR

conduit a la relation :

+ SRy
C
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lI+jwC;/R; 1+jowCR

ou encore :

R;Q RP
En égalant les parties réelles et imaginaires, on obtient :
. ! =—l— soit: R =R, Q
R;Q RP p
. & C soit: C=C, L
Q P
EXERCICE 5.13 :
On aici :
Z,g=R+joL
Zpc =P
R,
ZCD = .
1+_] ® C] Rl
Zpa=Q
R;

A ’équilibre : PQ=(R+j ®L) TR
il NOROI 9

soit: PQ+jwC R PQ=RR;+j0LR;
PQ

On en déduit : R=R—, L=C,PQ
1
EXERCICE 5.14 :
a) La loi d’Ohm s’écritici: E=Z1
avec : . 3
Z=R, Rz/_](l)c =R1+ .R2 =103+2.10‘ _
Ry +1/joC 1+joCR, 1+]j
(3+j) 10°
1+]

(résultat exprimé en ohms)
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ou encore : Z= % (résultat exprimé en kQ)

+)
Onen déduit :

. Izl=g=ﬁ kQ

* Arg [Z] = Arg [3 + ] - Arg [1 +]]
= Arc tg [1/3] — Arc tg [1] = 18,4° — 45° = - 26,6°
L’amplitude du courant est :
=E_245
2l s
Sa phase a pour valeur :
¢; = Q. — Arg [Z] =0 + 26,6° = 0,46 rad
Au total : i =2 cos (ot + 0,46) (en mA)
b) L’association en parallele de R, et de C a pour impédance complexe :
Ry 2
T 1+joCRy 1+j

=2 mA

(en kQ)

Onadonc:U=27'1]
On en déduit : U=|Z'|I=% 1=4/21=28V

NG
et: @, =Arg [Z]1+ @ =—Arg [l +jl + ¢
=-Arctg [1] + ¢; =—45° +26,6° = - 18,4° = - 0,32 rad.
La tension aux bornes du condensateur vaut donc :

u=2,8cos (wt—0,32) (en V)

Remarque :
On peut calculer u en considérant ce montage comme un diviseur de tension.
Dans ces conditions :

- 7 1+j - 3+~

+
—

On en déduit :
2

3+

2
E=——12+/5=242=28V
J10

@, =-Arg [3+ j]+(pe =- Arctg [1/3]+0=-18,4°

.U=|
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EXERCICE 5.15 :
a)Ona:E=2Z1
I RjoL R(l - @?LC)+joL

avec: Z=- — = e -

=~ joC R+joL joC[R+ joL]
soit : ¢ oC

. . joo
Z: - _0,3+J . - 1+J0,3 - —’—‘F o
— jL25(1,2+)) 1,25(1,2+)) 1
On en déduit : .
©7=0,534kQ,et: ETC) R joL
I1=E/Z=18,7mA

o Arg[Z]= e — 9 =—0; ¢

= Arctg[0,3] - Arc tg[llz]
=16,7-39,8=-231°

soit : ¢; =23,1° = 0,4 rad
i a donc pour expression (en mA) :

i=18,7 cos (10000t + 0,4)

b)Ona:E=2Z1
R(1-0” LC)+joL
avec: Z= joL+ - = -
1+ jo CR l1+jo CR
soit : Z=—0’.3+J
1+j1,5
jooL

— 1/joC

On en déduit :
0 7=0,579kQ,etI=E/Z =172 mA.
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e Arg [Z]= ¢ -9; =- ¢; =180+ Arc tg [%}-Arc tg [1,5]

El

=180-73,3-56,3=50,4°= 0, 88 rad

i a donc pour expression :
i=17,2 cos (10 000 t — 0,88), en mA.

c)Ona:E=21I :R
: |
avec : Z=R+—% -
1-0°LC ?
1/joC =
soit:Z=12-j4. E () 1

On en déduit :

joL %

0Z=418kQ, et: 1 =E/Z=24 mA

4
* Arg[Z]= ¢, - ¢; =- ¢; = Arc tg [ﬁ}

= -—73,3°= — 1,28rad

i a donc pour expression :
i=24cos (10000t + 1,28), en mA

EXERCICE 5.16 :

a) Pour calculer I, on peut se ramener a un circuit a une maille dans laquelle :

Z=R'+joL+(R//1/ joC)

=R'+joL + ————
1+ joCR

Yi-

jol

Yi-

- H e e 0

IN
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Numériquement :
Z=0,8+}0,8+ 2 =0 8+j.0,82+—2—%
1+4).1,2 1+(1,2)

=1,62- j.0,16

On en déduit: I=E/Z, avec: E=E=10V.

o ’amplitude I du courant i est le module de I
1=|1]= 10 =6,15A
J(1,62)2 +(0,16)
e La phase ¢; du courant est I’argument de I
' 0,16
=-Arg|Z|=-Arct 5,6°
91 =-ArgZ] g[ 1,62 }
Au total :
1=6,15 cos (ot + 5,6) (i en A ; ot en degrés)
b) Pour calculer U, on revient au réseau initial

1 A

A
joL

R' u [] R o= 1/joC

£ A

On peut écrire la loi d’Ohm a droite des bornes A et B

I=YU, avec: X=_112—+ jo C=0,5+j0,6
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e I'amplitude U de u a pour valeur :
6,15

e sa phase @, vaut :

U= =79V

09
9, =0; -Arc tg[a—g—:l =5,6-50,2 =- 44,6°

’

Au total :

u =79 cos (ot —44,6) (i en V; wt en degrés)
EXERCICE 5.17 : Zs
a)Zs =R + joL —1__ 71— A
b) Y, = IR + joC dO 0 v H u,
<)

—0 B
1 — On calcule Ug par la relation du diviseur de tension :
yA
Up=B—2—=—=
Zs+Z, 1+ZsY,

2 — Lorsqu’on relie les bornes A et B Zs
par un court-circuit, la tension aux | — }- A

bornes de I’impédance complexe
1/Y estnulle, de sorte que celle-ci A

P E| ( 1/, \
n’est parcourue par aucun courant. —
Dans ces conditions :

L = E/Zs

d)Ona: E=E=10V
Zg=R +joL=(1+].2) 103 Q)=(1+j.2) kQ)

Y, =1R+joC=(1+].2) 103 (@ H=(1+j2) Q1
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avec ces valeurs :

0 10
1+(1+j.2)2 -2+j4 -1+j.2

Uy = (en V)

10
. =—— (en mA
O 1+j.2 ( )

o Z _Up _ 1+j2
ST, -2+j.4

CcC

(enk Q)

* >

) ow] = ]

B

9 —_—

On peut calculer directement Zg en neutralisant la source de tension. Dans ces

conditions :

Z 7 7z
ZT=ZS//L= £ =S

Y, Z,+Zs 1+LsY,

numériquement :
1+j2 1+j.2

Zr=
T e (1442 -2+)4

\

g) Si on remplace le réseau a gauche des bornes A et B par son équivalent de

Norton, on se rameéne a un diviseur de courant :

A

Ig;
IN
—
IN

g
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Zr 10 14j.2

=l 2 "oz I+2
=TET (-2+].4) 0,2-.0,6 + > ria
2+]

10 _ 10
(-2+].4)(0,2- j.0,6)+1+j.2 3+j.4

h) L’amplitude I du courant réel i est le module de I :

10
9+T16
Sa phase @ est ’argument de I :
¢ = Arg [I] = - Arc tg [4/3] =—53,1° =-0,93 rad.
On en déduit :
i=2cos (2.103t-0,93) (en mA)

=2 mA

EXERCICE 5.18 :

a) Méthode des mailles :
Désignons par I et I' les amplitudes complexes des courants de mailles défi-
nis comme suit :

1/joC=-jR joL=jR

R

RONESIRIISL

<

Les équations de mailles s’écrivent alors :

maille 1 : [3R-j/wC]I-2RI'=E
maille 2 : —2RI+ [3R+jwL]I'=0
soit :

@B-pI-2I'=E/R
—21+B+j)I'=0



Circuits électriques linéaires 227

On en déduit :

(3-j) E/R
,_l -2 0 1_ 2 E/R
STIB-D 2] (3-j)(3+))-4
-2 @3 +)

soit :

et:U=RI'=E/3
La tension u est donc en phase avec la f.€.m. e :

u=E/3 cos mt

b) On peut traiter cet exercice en remplacant le réseau a gauche des bornes
A et B (figure a) par son équivalent ( Et, Zt) de Thévenin (figure b) :

R(1-) A iR

Zy A iR
RA
ET 2R R u ETT R T u
B (b)

(a)

R(1-))
Eg est 'amplitude complexe de la
d.d.p. a vide que fournit le diviseur
de tension de bornes A et B :
2RE 2E TC)

T 2R+R-jR 3-j

2R E

Im

Er

La source de tension étant neutralisée :

Zp=2R//R(1 - j)

_ 2R*(1-j) _2R(1-))
~ 3R-jR 3-j
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Le réseau (b) est un diviseur de tension dans lequel :

h R R 2
U= . ET= . .—E
3-
2E
= = E/?’
2(1-j)+(1+35)(3-)
EXERCICE 5.19 :

a) Définissons et orientons comme suit les mailles indépendantes du réseau :

/ oL, R, -j/ G, \

i 5 —e— 1 1
I I

!

) B0,
LQ "

N /

On établit directement les deux équations suivantes :

maille 1 : [Rl +j(mL-LH1-ijy -
(,l)C]

maille 2 : -ij1+{R2+ j(coL- ! ):'
wC,

b) Numériquement :

I'=E,-E,

oL=2kQ; 1/oC, = /aC, = 1kQ ;
EI_EI=2V'

E, = E, el¥4=E, (cos m/4 + j sin /4) = 2 =1+j

)

I et I' étant exprimés en mA, le systeme précédent s’écrit donc :
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1+pl-2jI'=2
-2 I+Q2+)pIl'=-1+j

¢) On en tire :

2 —2j
= -1+ 2+4] =4+j.2-j.2-2= 2
o+ -2) 1+j3+4 5+j.3
2j 2+4j
e L’amplitude du courantest: [=|I|= 2 .z 0,34 mA
V2549 34
¢ La phase du courant est : ¢; = Arg [I] = — Arc tg [3/5]
=-30,9°=-0,54rad
On a donc :
i=1cos (wt + @;) =0,34 cos (10*.t—0,54) (en mA)

EXERCICE 5.20 :

a) En notations complexes, on peut remplacer le générateur de tension

(E, jwL,) par le générateur de courant équivalent (E/joL,// joL,).

A -jlobL, B
AGB o 6 9?
E/jol, | % joC = [:l Y L H l:
-j /oL, VR T 1/R,
o
7

Faisons apparaitre sur la figure les admittances complexes des dipdles. On

établit directement les deux équations de nceuds :

enA: L+j (DC—L——I— U+ L QZ:.E
RI (DLI (DL2 (DLZ ](DLl

enB: —J—gl +{—1---—1—]Q2 =H
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b) Numériquement :

oC =3.103 Q! ; 1/oL, = 2.103 Q -1
/oL, = 1103 Q- ; EfjoL, = —j.4 10-3A

H=103em2 =j.1.10-3A
Le systeme d’équations s’écrit donc :

ul +j u2=—j.4
iU+@2-plU,=j

On en déduit :
4]
i 2-3 -j8-4+1 -3-j8
‘1 ] l 2-j+1 3-j
J 2-]

c) L’amplitude de la tension u; est le module de U; :
U, V9+6 1/ =2,70V

La phase de u; est ’argument de U; :
¢, = Arg [U;] = 180° + Arc tg [8/3] — Arc tg [-1/3]
= 180° +69,4° + 18,4° = 267,8° > 180°.

On note plutdt @, = - 360° + 267,8° = - 92,2° = - 1,6 rad.
La tension u; a donc pour expression :
u; = Uj cos (ot + ¢,) = 2,70 cos (103.t — 1,6) volts

EXERCICE 5.21 :

a) Dans le réseau initial, remplacons le générateur de courant (n // R) par le
générateur de tension équivalent. Définissons et orientons comme suit les
courants de mailles I et I, :
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! —
RONESEEE- RS

Les équations de mailles s’écrivent :

maille 1 : j(wL - l/wC) I} —joL I, =E
maille 2 : —joL I; + R+ joL + Z) I, =-RH
avec:E=E ; H=Hei"2=_jH
soit :
maille 1 : [, -3, =-j ER
maille2:-3[;+2(2-j),=H
On en déduit :

1 -jE/R
-3 H H-j3E/R
L= = .
1 -3 -5-j5.2
-3 2(2-))
_10-j.15 =5 3+j.2
-5-j5.2 2-j.5
e L’amplitude du courant i, est :
=5/2%% _335 mA
4+25

e Sa phase a pour valeur :
¢ = Arg [I,] = Arg [5] + Arg [3 +j.2] - Arg [2 -j.5]

=0+Arctg[2/3]-Arctg[-5/2]
=33,7+68,2=101,9°=1,78 rad

Le courant i a donc pour expression (en mA) :
i=3,35 cos (ot + 1,78)
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b) Pour déterminer I’amplitude complexe Er, on déconnecte la charge initia-
lement comprise entre les bornes A et B.

—
I
R
-jloC A
L D 2
<7
H
E'A<> % joL E,

B

Le courant H circule intégralement dans R. La tension aux bornes de I’induc-
tance est donnée par la relation du diviseur de tension. Au total :

Er=E —2 Ry
joL+——
oC
avec:E=E et: H=Hei"2=—jH
soit :
Ep = 3R iRH=53+j.2)
J-3R-j.2R
Pour déterminer Zg, on neutralise les deux sources du réseau.
—{__
R
-jleC A
11

[}

§ joL

On adonc :

=R+0mLXq/wC)=R+ 3R.2R

: : : : =R(1-}.6)
joL-j/oC J-3R-j.2R

Le réseau, vu par la charge, peut étre remplacé par son équivalent de Thévenin :
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I, =T

2T Z+Z;
_ 5(3+j.2)
"R+ j.R+R-j.6R
_5(3+j.2)
" R(2-}.5)

On retrouve I'expression précédente.

EXERCICE 5.22 :

a) Calculons tout d’abord : @wL; = wL; = 100 Q ; 1/oC, = 100 Q ;
1/oC5 = 200 Q.
Les admittances complexes des trois dipdles ont respectivement pour valeurs :
1 1 1-j
Y = . = N Ann
Ry +joL; 100 (1+j) 200
1 1 24
Y,= : = N
Ry-j/oCy 100 (2-j) 500
Y. = 1 _ 1 _
=37 j(wL3-1/®Cs)  j(100-200) 100

b) Les amplitudes complexes I, I, I3 peuvent étre calculées par la relation du
diviseur de courant :

1, =1 Xl =2, 1'.] ___10(1_.])
Y Y+ Y 200[11+ﬂ+L] 9437
200 500 100
L=1_— 22 oy 24) 42+
2 T Y +Y+ Y, 500[1;1_,_@4_#} 9+].7
200 500 100
Y j j.
=1 X3 ) j __J20

Y, +Y,+Y; '100[1_-J_+2_+1+;}'9+j.7
200 500 100
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On en déduit les amplitudes des courants :

I,=10\/ I+l 1o/ 2 —1,04

81+49 V130
12=4,/%=o,78A
20
L,=———=1,75A
37130

ainsi que leurs phases :

¢y =Arg[l}]=Arctg [-1] - Arctg [7/9] =-45-37,8 =—82,9°
¢, = Arg [I,] = Arc tg [1/2] — Arc tg [7/9] = 26,5 - 37,8 =-11,3°
©3 = Arg [I3] = Arctg [e0] — Arc tg [7/9] = 90 — 37,8 =52,2°

c) La tension u est associée a I’amplitude complexe :
U=1/Y, =12/X2=l3/X3=l/(X1 +Y, +Y3)

soit : Ue 2 _ 2000
ST 245§ 947
200 500 100
On tire de cette expression :
2000
e U=———=175,4V
V130

e ®=-Arg[9+j.7] =- Arc tg [7/9] = - 37,8° =- 0,66 rad
soit :
u =175, cos ( 103.t - 0,66) V)
La puissance active recue par le premier dipdle est :
P =R;1}/2=76,9W
Le deuxieme dipdle recoit une puissance :
P,=R,5/2=61,5W

Le troisieme dipdle ne regoit aucune puissance.

EXERCICE 5.23 :

La puissance active P délivrée par le générateur est égale a la puissance regue
par la charge, soit :
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P=R'12/2 V4 |
I
L’amplitude complexe du courant que
débite la source est : ,
Q) z
._E _ E
T Z+Z (R+R)+ j(X+X)
On a donc :
=)= =

JR+R) +(X +X)2
et:

_ R'E?

- 2[(R+R‘)2 +(X+X')2]

Cette fonction de R' et X' admet un extremum (ici un maximum) lorsque 1’on
aalafois :

' 2 '
ea—P'=o soit 4R ET(X+X) =0
IxX A(R+R) + (x4 X)?]
ce qui implique : X'=-X
L} Al 2 A 1]
ap . 2B (R+R)?+(X+X)*|-4R EX(R+R)
° 8R'=0 soit : =0

R+RY +(x+x7]
ce qui implique :

R+RYR+R'-2R)+ (X +X)2=0
ou encore :

R =R', puisque X + X'=0

Par suite, la puissance délivrée par le générateur est maximum dans une char-
ge d’impédance Z' =R — jX = Z" Cette puissance a pour valeur :

2
Ectr
4R

PMax =
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EXERCICE 5.24 :

a) L’amplitude complexe du courant traversant le dipole AB d’impédance
complexe Z =R + j(wL — 1/0C) =R + jX est :

I=E/Z
A R |
—1
O %“”L
11
1R]
B 1/joC

I V2

L’intensité efficace vaut donc : I g = Wi >
\/ R? + (co L- L)
oC
soit numériquement : 8,48/ \/_ 6
Legr — \/"‘”‘“‘“
25

La puissance active regue par le dipdle est le produit :

—-l 03A

P=RI% =529 W
La puissance réactive est le produit :
Q=X1% =3,17 VAR
La puissance apparente a pour valeur :

S=4P2+Q% =6,17VA

b) Le facteur de puissance est le quotient :
cos ¢ = P/S =5,29/6,17 = 0,86.

EXERCICE 5.25 :

a) Lorsqu’on applique une tension efficace Eg; = E/ 2 aux bornes d’un
dipdle passif d’admittance complexe Y = G + jB, celui-ci regoit une puissan-
ce active P = E2 G/2, et une puissance réactive Q = — E2 B/2.
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Le circuit étudié est constitué de trois dipdles en parallele, d’admittances
complexes :

1 R’ . oL .
R'+joL RZ4+ 0?2 JR'2+c02L2’

Y, =1/R; Y, = Y; = joC

Les puissances actives et réactives qu’ils re¢oivent ont donc pour valeurs :

E2
Pp=—=1W =0
1=3R Q
b R B w Q, = PLET/2 o var
2TRZ;022T2 2R

Py=0 Q3 =-wCE? /2=-0,5 VAR
Au total, la source fournit :
e une puissance active P=P; + P, =127 W
¢ une puissance réactive Q = Q, + Q3 = 1,12 VAR
e une puissance apparente S = \P? +Q? =1,69 V.A
b) Le facteur de puissance du circuit est : cos ¢ = P =0,75
L’intensité efficace, qui est telle que S = E ¢ Lop,
a pour valeur :

L= S - 52 =024 A

Eefr E

EXERCICE 5.26 :
a) On calcule la fonction de transfert :

g — I/J(DC = 1 = A((D)e_](p((l))

E 1/joC+R 1+joCR
que I’on peut mettre sous la forme : —

. 1 R
H(jo) = ————
1+jo /o,

— -

D et

avec o, = I/RC. E

b) . représente la pulsation de cou-
pure a — 3 dB. En effet, pour o = o,

1
h— P
c
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ona: 1
ﬂ(]ﬂ)): —_—
1+j

soit: A= 1/2 etp=0- %,

ce qui donne :

u= cos(mt—E)
4

£
V2
L’atténuation en décibels s’exprime par la relation :

Agg=-20log V2 =-10log2=~3dB
¢) Comportement asymptotique :
® pour ® << W, ona: Hjw)~1;A4g=0; ¢=0
La courbe d’amplitude présente une asymptote horizontale au niveau 0 dB, du
coté des basses fréquences.

A
(B 4 A=U/E
0 e e | -
e ol s |
z3dB__ .. e . j
—— T—-Bande nte- - — (
I . 9,
6 - al
]
- e TIIEELIS
-12 = 1 B A S
- 7_,#CH| JLE PASSE - BAS | - -
-'|'DU-PREMIER-ORDRE |71 \
. . |
-18 S HE N
(P()ﬂL, B N 1 O B 0 Lok L\'
0 — _ _\'“'; IR I S _ o
il \\,\, N - -
-30 | _ S N
OO 5 e
— COURBE
-0 DEFHASE
AR N B A S I D N U N PR R AR YRR
, . .
0.01-—- 0,03 || P1—02 | (05| ||~ —2— | -4 6110
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. ) [0) T
e pour ®>> W, ona:H(jw)~-j — ; Agg=—20log — ;9= ——.
(0] O 2
La courbe d’amplitude présente une asymptote oblique du c6té des fréquences
hautes. Pour tracer cette asymptote, nous pouvons prendre 2 des 3 points
suivants :

cw=w—>Ap=0
* ® =2 m,, soit une octave au dessus de la pulsation de coupure :

Ag=-20log2=-20.03=-6dB

e ® = 10 o, soit une décade au dessus de la pulsation de coupure :
Ajg=-201log 10=-20dB

La pente de cette asymptote vaut donc :
— 6 dB/octave

— 20 dB/décade

Cette asymptote recoupe I’asymptote horizontale au niveau 0 dB pour o = .
Ce diagramme asymptotique est caractéristique d’un filtre passe-bas du
premier ordre.

La courbe de phase présente une asymptote horizontale a 0° du coté des
basses fréquences, et une asymptote horizontale a — 90° du c6té des hautes
fréquences.

Pour tracer les courbes, on dispose déja du point particulier ® = .. On peut
en citer 2 supplémentaires :

Agjg=-10log 5=-7dB
co=2 0, H(jo) = ; dB og
1+j.2 | ¢=- Arctg [0,5]=-63°
Agg=-101log 1,25=-1dB
e =02 H(jow) = ——-—1—-— dB °8
1+j.0,5 | ¢=- Arctg[0,5]=-27°

On constate qu’en ces deux points, la courbe d’amplitude passe a 1 dB au
dessous de ses asymptotes.

R I

—

EXERCICE 5.27 :

a) Il s’agit de déterminer le courant )
dans le circuit, soit i = I cos(ot + @), E ?() joL
lorsqu’on fait varier la fréquence de la

, .. 1/jwC
source d’excitation e = E cos wt. J
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En notations complexes, la réponse est donnée par la relation :

Z(G) =R +j (@L - —=) =R +] X(&)
oC

b) La réactance X s’annule a la pulsation o telle que (x)(z) LC = 1, pour
laquelle Iy = E/R et ¢ = 0. I est la valeur maximale de I’amplitude du cou-
rant : en effet, |R + le est minimale pour X = 0 puisque R est une constante.

Numériquement, on trouve : @y = 10 krad/s ; Ij =4 mA.
Pour une valeur quelconque de ®, I’amplitude I et la phase ¢ sont données par

les relations :

R © = - Arc tg [X/R]

VR? + X2
Les courbes (1) et (2) montrent I’évolution de I et de ¢ en fonction de , entre
0 et 30 krad/s. On observe un comportement capacitif du circuit au dessous de
la pulsation de résonance wy, (le courant i étant en avance de phase sur e dans
ce domaine). Il devient par contre inductif lorsque la pulsation dépasse wy
(i est alors en retard sur e).
c¢) La réponse en courant peut étre normalisée a partir de 1’expression :

E/R
1+jL mL-hl—
R oC

qui donne, en introduisant 1a pulsation wg= ——1— :

JLC

I=

| bt

1
I, . .1]L 1
I+j—={ oVvLC — 7
JRVC( m\/LCJ

Si on désigne par Q le coefficient de qualité du circuit :
_ 1L
Rt

1

0w, O

—

on obtient :

—
ol'
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et enfin, en posant x = @/ @ :

i
Ty 1+jQ(x-lj
X

Cette expression établit une relation entre le courant complexe réduit I/I; et la
fréquence réduite x, relation valable pour n’importe quel circuit résonnant
série, caractérisé par son seul coefficient de qualité Q.

On peut remarquer que Q peut également s’écrire sous la forme :

Lo 1
Q= =zro__ *
R RCw 0
. 1 0,1 . .
Numériquement : Q = —— . |—— =4 (sans dimension)
0,25Y0,1
mA I {
S0l A Rt CIRGUIT RESONNANT
] \ SERIE
3 R
\ figure 1
o \\
- N
1 \
I . . m‘
0 5 10 20 30
krad/s
) o
+90
figure 2
D )
30

krad/s
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d) L’amplitude réduite et la phase du courant s’écrivent respectivement :

Aw= L= 1 P(x) =— Arc tg [Q(X - lﬂ

I, \/1+Q2(x-32 X

On observe que si I’on change x en 1/x, I’amplitude prend la méme valeur,
alors que la phase prend la valeur opposée. Si I’on adopte une échelle loga-
rithmique en abscisses, la courbe de réponse en amplitude présente une symé-
trie paire par rapport a la verticale x = 1, tandis que la courbe de réponse en
phase admet une symétrie impaire par rapport au point (x = 1, @ = 0).

Outre ces considérations de symétrie, 1’intérét d’utiliser une échelle logarith-
mique en abscisses est de couvrir un large domaine de fréquences de part et
d’autre de la résonance, en “dilatant” les fréquences basses et en “contractant”
les fréquences élevées.

Par ailleurs, il est également commode d’utiliser une échelle logarithmique
pour représenter 1’amplitude réduite. A cet effet, on note :

2
Ag=20log = =—101log |1+Q? (x-l)
IO X

On obtient ainsi les courbes représentées figures (3) et (4).

Diagrammes asymptotiques :

c oz . . 1
Aux fréquences élevées (x >> 1), on peut écrire : H(jx) ~ —

j Qx
t : —_ - — A ~ L
S01 (P(X) et (X)

La courbe d’amplitude présente alors une asymptote oblique d’équation :
Ajg =-20 log x - 20 log Q

Il s’agit d’une droite de pente — 20 dB/décade (soit — 6 dB/octave) passant

pour x = 1 par le point — 20 log Q =-20 log 4 =- 12 dB.

Aux fréquences basses ( x << 1), on a: H(jx) ~ X
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soit : O(X) = + g et A(x) ~

X

On en déduit I’équation de la deuxieéme asymptote oblique :
Aygg=201logx-201log Q

C’est une droite de pente + 20 dB/décade qui passe pour x = 1 par le point
—20log Q=- 12 dB.

(dB)
O —— —_ -
‘f»A:l/l,, . {W e Bt ~jﬁ\
-3dB |- A
-6 — - E
i A i
-12 - —3 AN
S ;/ 1]
A
//m
I - T S—— = : H
// :
L S e R
. 4 _Qcﬁr i
224 |- R ;
/AN A B
s ST\ :
o ,,>§1, : A 1]
R - 7 ,,“ — - : ,ﬁ\* L
-30 |- S : INA
- - e T N
S ! { i l
O Ao~ o = T
+90 ) e :s\g : 1
+45 : | _figlire 4
o B ) HAVIR
0 - - — K EL‘\ E — D S P I I
- S i Y
-45 — : 7&
-90 S — 777’7{ % = — ‘3/%
0,1 0,2 05 4 10
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Les deux asymptotes se coupent donc au niveau — 12 dB sur la verticale x =1.
Le maximum de la réponse étant a 0 dB, on peut noter que le sommet de la
courbe est situé & Qg par rapport au point de croisement des asymptotes :
ceci est une propriété générale des courbes de réponse de ce type, que I'on
retrouve dans de nombreux circuits sélectifs (voir par exemple 1’exercice
n°5.28 consacré au filtre de Wien). ‘

e) Aux limites de la bande passante, x| et X, sont les valeurs particuli¢res de

X pour lesquelles :

A4g =20 log L =-3dB, soit : i = —l— =0,707

Iy I, 2
Les symétries déja mentionnées précédemment imposent naturellement :
X| = L,soit:col W, = 0)(2)
X2
Si I’on considere I’expression :

H{o= — =t

1+jQ(x-l) Io
X

on voit que x| et X, doivent satisfaire la relation :

Q(x——l—)=i1
X

de telle sorte que :
. 1

H(x) = —

HGo =

. P 1
Il vient donc immédiatement : x, —x; = —

. (,00
avec X > x| soit : Aw =, —w; = —
Q
La largueur Ao de la bande passante a — 3 dB est inversement proportionnelle
a la valeur de Q : le circuit résonnant est d’autant plus sélectif que son coef-
ficient de qualité est élevé. ’

Calculons x; et x, en résolvant I’équation :
1 1 X
x-—=t—=x’+—-1=0
Q

X Q

dont les racines positives (qui sont les seules a retenir) sont :
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x=—{iL+ L+4}
217 Q Q?

Numériquement :

x1=l-l+ 65 =0,88= o = 8,8 krad/s
2| 4 16

xp= M+t (1135 0,=11,3 krad /s
2|74 V16

W -0 = 2,5 krad/s

1
Vérification : x; = 0,88 = ——=—
1,13 X9

f) L’impédance complexe du circuit :

Z(jx)=R [1+jQ(x-—l—H = ZeI9
X

est représentée dans le plan complexe par une droite verticale (figure 5).
Lorsque x varie, le point représentatif M parcourt cette droite d’impédance en

allant du bas (x = 0) vers le haut(x > o).

Im(Z) Im(Y)
i W, A

figure 5 figure 6

Comme Y = 1/Z, le point N représentatif de I’admittance complexe peut étre

déduit de M par une inversion [Y =1/Z] suivie d’une symétrie par rapport
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a I'axe des réels [Arg (Y ] On obtient ainsi le cercle d’admittance repré-
senté figure 6, centré sur 1’axe des réels, passant par I'origine, et dont le dia-
metre est 1/R. Les points correspondant aux pulsations ®,; et ®, sont diamé-
tralement opposés par rapport a Iaxe réel : c’est pourquoi ®; et @, sont par-

fois appelées pulsations “quadrantales”.

Ce modede représentation fournit a la fois le module et I’argument de Y, c’est
a dire aussi bien I’amplitude I et la phase ¢ du courant i, puisque I=Y E.

g) La tension U aux bornes du condensateur s’obtient en utilisant la relation
du pont diviseur :

U_ 1/ joC o 1

n 0l
E 1/_]0)C _]0)L+R 1 LC+J(DRC —mzLC+jm\EER\/§

On en déduit la forme réduite de la fonction de transfert :

_ 1 _ =A (X)eje(x)

H'(jx) = 5
1-x“+j) —
Q

esll[fa

Courbe de réponse en phase (figure 8) :

En remarquant que 8(x) = @(x) — T ocarU= I/joC, on peut reproduire direc-
tement la courbe de réponse en phzase aprés un simple décalage de — 90° sur
I’échelle des ordonnées (figure 4). On vérifie en particulier qu’a la résonance

(x = 1) la tension u est en quadrature retard par rapport a la f.é.m. e.

Courbe d’amplitude ( figure 7) :
Déterminons tout d’abord le comportement asymptotique du module A'(x) :

e pour x << 1, on voit que : H'(jx) ~ 1, d’ou : A'yg =0 dB.
La courbe d’amplitude présente donc une asymptote horizontale au niveau 0
dB, du c6té des fréquences basses.

e pour x >>1,ona: H(x) ~ - LZ d’ou : A'yg =-40 log x
X
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Du c6té des fréquences élevées, on a donc une asymptote oblique de pente —
40 dB/décade (soit —12 dB/octave). Cette asymptote croise la précédente au
niveau 0 dB pour x = 1.

(dB)

:::cg/u)o

0,1 0,2 0,5 1 2 4 10

Un tel diagramme asymptotique caractérise un filtre passe-bas du second
ordre, dont il reste & préciser le comportement au voisinage de la résonance.

Pour x = 1, on obtient un point intéressant de la courbe, situé a Qgg par rap-
port au point de croisement des deux asymptotes (soit ici + 12 dB au dessus,
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car Q = 4). L’existence de ce phénomene de “surtension” [Uy = Q.E, avec
Q > 1] indique la présence d’un maximum sur la courbe d’amplitude.
Localisons ce maximum, qui doit se manifester lorsque le dénominateur de
H'(jx) est minimum en module :

X
|D|:’1—x2+j—‘
Q
2 2
D =1+(x?) —2x” + =5
djp? 21

1 .
3 :2x2—2+—2=0, Si X 5
d(x ) Q 2Q
On voit que ce maximum, qui n’existe que si Q > 1 /2 ,se produit pour une
fréquence inférieure a la fréquence de résonance :

.

2Q?
En reportant cette valeur de xy;, on obtient I’ordonnée du sommet (supérieu-
reaQ):
A= Q

_\/1—1/4Q2

Numériquement, pour Q =4 : xp; = 0,985 ; A\ = 4,03

En premiére approximation, on admet généralement : x; = 1 et Ay = Q,
pourvu que Q soit supérieur a 4. Dans ces conditions, le maximum se trouve
pratiquement a la fréquence de résonance f;,.

En présence d’un tel maximum, la courbe recoupe nécessairement le niveau 0
dB en un point d’abscisse x facile a préciser, car il correspond a :

D=1

2 2
soit : |DJ? =1+(x2) -2x2+—x—2—=1
Q

X2 X2 24— =0 sit x2=2-— =2 1-—
Q Q 2Q

par conséquent : X = Xy V2
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Remarque :
En étudiant la réponse en tension aux bornes de I’inductance L, on obtiendrait
une fonction de transfert du type :
2
()= e X
E - (1x2)4 X
Q

[passe-haut du second ordre ; jx est remplacé par 1/jx dans H'(jx)]
Pour une méme valeur de Q, la courbe de réponse en amplitude serait symé-

trique de la précédente par rapport a la verticale x = 1.

EXERCICE 5.28 :

Im

1/jwC

A R j| __Iu Ef ;2|:|

a) Désignons par Z; I'impédance du dipdle RC série, et par Z, celle du dip6-
le RC parallele. La relation du pont diviseur de tension permet d’écrire :

Z, 1
Z,+Z, 1+72,Y,

u_
E
1 1.
avec: Z;=R+—,et: Y, =—+joC
joC R
d’ot: H(jo)= 11 1 _ 1 1
— [ =+ I+1+1+joRC+
1+(R + ij](R +_](L)C) J JORC

1

_ 3
1+j.l(mRC -;)

3 wRC

b) Cette écriture permet d’identifier :
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Ag=1/3;Q=1/3; my= 1/RC = I krad/s.

On constate que A et Q ne dépendent pas des valeurs de R et C, qui n’in-
fluent que sur .

c) Afin de normaliser la réponse en fréquence, posons x = w/w (fréquence
réduite). Il s’agit alors d’étudier la fonction :

H(jx) = —30— = A(x) ] ™)

1+ jQ(x - l)
X
Elle est du méme type que celle que nous avons rencontrée lors de I'étude de

la résonance d’un circuit RLC (cf exercice 5.27).
Résumons les résultats :

X 0 0,3 1 3,3 )

. A()X AO AO AO
H((x - — A — ~T
H(Gx) iQ | T 0 T+ ] iQx

A®X) 0 132 % 132 0
T T T T
X = = 0 -= -=
o) 2 4 4 2

e La réponse en amplitude A(x) présente un maximum A = 1/3 (niveau
- 9,5 dB) pour x = 1. De part et d’autre de ce maximum, elle posséde 2 asymp-
totes obliques de pentes respectives + 20 dB/décade pour x << 1, et
— 20 dB/décade pour x >> 1.

Ces deux asymptotes se croisent au point d’abscisse x = 1, au niveau 0 dB
(Ay/Q=1). La courbe est située au dessous de ses asymptotes, le circuit étant
peu sélectif en raison de la faiblesse du coefficient Q < 1; la bande passante a
— 3dB est Aw = wy/Q = 3 krad/s ; les pulsations de coupure étant données par
la relation :

(x—lj =il, d’ou I’on tire : x =l(i3+\/ﬁ), on obtient :
X Q 2

®; = 0,3 krad/s, et 0, = 3,3 krad/s

e La réponse en phase @(x) varie lentement de ¢ = +§ pour x << 1 a

T
Q= Y pour x >> 1 en passant par ¢ = 0 pour x = 1.
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A la pulsation ® = @y, le filtre délivre donc un signal de sortie exactement en
phase avec le signal d’entrée. Cette propriété est mise a profit dans la concep-
tion de certains modeles d’oscillateurs sinusoidaux.

|
T
|
I '

) h-—--- 02 —1- -1 05 ——— 2f~-—:L - T1h
¢ _ - ,,,,__+*, O ii ‘gr,,,,:, _ :
+90 — - ] 17 77777}”77 R
| . -
+45 i d 7}
LT
° b
a5 |— — e ?\*l s
B e B R S B B T e —1 X * —t -
O e e e 2 e e i e e
0,1 02 03 0,5 1 2 334 10

Z ¢
|_

EXERCICE 5.29 :

a) En appliquant la relation du diviseur
de tensionen A et B : £ T() Ade " 4B
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— - jal

_ | Jo
Up=U, -Up =B | L5 —
joL + ——
joC

2
1+02LC ,
= > ~~_E
“ l-eLCc T N

La source indépendante étant neutrali-
sée, c’est-a-dire remplacée par un
court-circuit entre N et M, on calcule A B
I’impédance vue entre A et B.

joL 1/jeC

JoL / joC = 1/ieC ol
Zan=22Z 11Zo)=2—— jo j©
Zap=2(ZL ! /Zc) joL +1/ joC y
_ 2joL
l-o?Lc T

On en déduit le schéma équivalent de Thévenin.

Ic

b) On observe que Z7 devient infini lorsque la condition 2 LC = 1 est réali-
sée : le générateur de Thévenin n’a plus de signification (sa f.é.m. est
d’ailleurs également infinie). Qu’en est-il du générateur de Norton ?

Uy _ 1+w%LC

[ ==— E pour o quelconque devient :
Zcc ZT 2jeL - p q q

__E a la pulsation
=cc j(DOL p (8

La charge est alors alimentée par une ?@ R |:|
i

source de Norton qui lui fournit un £
courant E/joyL indépendant de la =
valeur de R. Joo L

le
o

c) Le schéma équivalent de Thévenin donne :
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R U 1+0’LC R
R+ZT E 1-0°LC g,_2J®
2
1-»°LC
. 1+w’L
dob : H(jo) = — e ¢
l-0°LC+ 2joL /R
ce qui permet d’identifier : —V[

Application numérique : wy = 10 krad/s ; Q = 2.

P P . 1+x2

d) On étudie la fonction réduite : H(jx) = "

1-x% + ] =

Q
X 0 0,5 1 2 oo
H(jx) N R -~ R 2 -1

0,75+.0,25 =-3+]1
A(x) 1 1,58 4 1,58 1
o(x) 0 -18° -90° -162° -180°

o La courbe de réponse en amplitude U/E = A(x) présente la méme asymptote
horizontale (A,;, = 1) pour x = 0 ou x — oo, Elle passe par un maximum
(Apax = 2Q) pour x =1. Il s’agit donc d’un filtre sélecteur accordé sur la pul-
sation w. La sélectivité serait améliorée si I’on augmentait la valeur du coef-
ficient de qualité Q : il faudrait pour cela augmenter la valeur de R.

(dB)

ha - T
12 - T

|
N
L
i
|
i
]
|

= A

0 = i T~
0,1 02 03 05 1 2 10

X

¢ La courbe de réponse en phase ¢(x) présente deux asymptotes horizontales :
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¢ — 0 pour x << 1, et @ = — 7 pour x >> 1. Pour x = 1 (voir question b), la
tension u est en quadrature retard sur e.

b o
01—0,2 0,305 71 2 rrg
0 t’ - XV
-90 |-
- 180 f-=mmenm-

EXERCICE 5.30 :
a) Les potentiels inconnus étant notés U, U,, Us, écrivons les équations de
nceuds en posant :

L_G etjoc=Y

R

2G+Y)U;-GU,=GE

-G +2G+Y)U,-GUz=0

~GU+(G+Y)U;=0

On en déduit : U3 /E = A3/A

avec : A3 = G(G2-0) = G3

et: A=2G+Y)[2G+Y)G+Y)-G]+G[- GG +Y)-0]
=G3+6G2Y+5GY2+Y3

1l vient :
3
b P e
L J® Jw . 3
F+6—I{T+5T+(Jmc)
et finalement :
1
H(jw) =
(1-5 ©?R?C?)+ j(oRC(6-u)2R2C2)

On peut vérifier qu’il s’agit d’une fonction passe-bas du troisiéme ordre :
siw— 0, Hjw) —> 1

siw— o, Hjo) » ——=
o) (jorC)?
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La courbe de réponse présente donc une asymptote horizontale au niveau
0 dB du c6té des basses fréquences, et une asymptote oblique a — 60 dB/déca-
de du co6té des hautes fréquences. Le point de croisement de ces deux asymp-
totes se situe en = 1/RC.

b) Pour que les tensions u; et e soient en opposition de phase, la fonction de
transfert H(jo) doit prendre une valeur réelle négative. Il faut donc annuler sa
partie imaginaire en réalisant la condition (6 — ®? R2 C2) = 0. Il n’existe
qu’une seule valeur satisfaisante pour la pulsation :

V6

®0=Rrc

c) Il reste a vérifier le signe de la fonction de transfert a la pulsation @y :

. i 1
H =
Hlioo)=156="%

Ce résultat est effectivement négatif. L’atténuation est :
Agg =—20 log(29) = - 29,25 dB a la pulsation @y,

EXERCICE 5.31 :

a) Pour obtenir la fonction de transfert, on peut se dispenser de reprendre
I’intégralité des calculs précédents : il suffit de permuter 1/R et jo C. On
obtient alors :

Us _ (jocy’
E - . 2 .
- (ij)3+6—(JmC) +5—JmC+L3
R
et: 3

(1-6 ®’R2C?)+jo RC(5-0?R*C?)
b) H'(jw) devient réelle lorsque (1— 6 m2R2C2) =0, ce qui se produit a la
pulsation :

(0'0=

1
——z0
RCV6

¢) On obtient alors :

L’atténuation est inchangée.
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Index

Active (puissance) 112
Adaptation de puissance 36, 41, 124
Admittance complexe 107, 108, 117
Alternatif (signal) 91
Ampere 2
Amplitude 91,98
Amplitudes complexes 98

(méthode des) 106, 110
Apparente (puissance) 112
Argument 96, 98
Association de dip6les 22, 39, 109
Atténuation 128, 238, 255
Bande passante 115, 126, 243
Bobine 101
Bode 114, 126
Branche(s) 17

(méthode des) 46, 49, 81
Capacité 99
Caractéristiques d'un dipdle 5
Cartésienne (forme) 96
Circuit a deux nceuds 28, 41

a une maille 25, 41

ouvert 8, 62
Coefficient de qualité 118, 126, 127
Complexe (admittance) 107, 108, 117

(amplitude) 98

(impédance) 107,116

(méthode) 106, 110

(nombre) 95
Condensateur 99
Conductance 8
Continu (notations en régime) 2,4

(source de courant) 10
Controlée (source) 11,62
Convention générateur 6

récepteur 6

Conventionnel (courant) 2
Cos @ 113
Coulomb 2
Coupure (fréquence de) 126, 237
Courant conventionnel 2

de maille 51

(diviseur de) 30, 40

(source de) 10
Court-circuit 8, 33,62
Cramer 129
dB 114
Décade 239, 242, 247
d.d.p. 4
Décibel 114
dépendante (source) 11, 62
Déphaseur 128
Déterminant 129
Dipdle(s) 5

passif 5

(association de) 22, 39, 109
Diviseur de courant 30, 40

de tension 29, 40, 72
Dualité tension-courant 31
Efficaces (valeurs) 92
Energie recue par un dipble 6

par un résistor 8
Entrée (résistance) 87, 190
Equivalence étoile-triangle 78,90

Thévenin-Norton 71
Etoile 78, 90
Facteur de puissance 113
Farad 99
f.é.m. 9
Filtre 125

passe-bande 115

passe-bas 128, 238, 247, 254

passe-haut 128, 249, 255
Fléche associée a un courant 1

a une tension 4
Fonction de transfert 114, 125
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Fréquence de coupure
Fresnel (diagramme de)
(méthode de)
(vecteur de)

Générateur(s)
(convention)
(transformation de)

Henry

Imaginaire

Impédance complexe
Indépendante (source)
Inductance

Instantannée (puissance)
Interne (impédance)
(résistance)
Intensité d'un courant
efficace

Joule

Kennely
Kirchhoff

Liée (source)
Loi(s) d'association
des mailles
des nceuds
d'Ohm

Losange

Maille(s)

(circuits a une)
(courants de)
(équations de)
indépendantes
(lois des)

1]

126, 237
94

105, 116
94

33, 42

6

33

101

96

107, 116
9

101

111

111

35, 70

1

93

8,93

78, 90

17, 19, 108
11, 62

22, 39, 109
19, 38, 108
17, 36, 108
8, 109

11, 62

17

25, 41

51

47

47

19, 38, 108

(méthode des) 51, 83
Maximum 115, 247

de puissance 36, 41, 124
Millman 77,90
Mineur 130
Module 96, 98
Moyenne (puissance) 111
Neutralisation d'une source 62
Neeud(s) 17

(circuits a deux) 28, 41

(équations de) 46
——— (loi des) 17, 36, 108

(méthode des) 57, 85
Norton (générateur de) 70

(théoréme de) 66, 86, 111
Notations pour les courants 2

pour les tensions 4
Nyquist 114, 126
Octave 239, 242, 247
Ohm 8

(loi d") 8, 109
Oscillateur 215, 251
Paralléle 23,25
Parameétres (d'un réseau) 45, 80
Passe-bande 115
Passe-bas 128, 238, 247, 254
Passe-haut 128, 249, 255
Passif (dipdle) 5
Périodique 91
Phase 91, 98
Polarité d'une source 10
Polygone 78
Pont de Maxwell 120

Sauty 119

Schering 119

Wheatstone 41, 82,90
Potentiel 2

(différence de) 4
Pulsation 91
Puissance active 112
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——— apparente 112
——— délivrée par un générateur 35
~——— (facteur de) 113
——— moyenne 111
——— réactive 113
——— regue par un dipdle 6, 13
~——— regue par un résistor 8
Quadrantale 246
Qualité (coefficient de) 118, 126, 127
Quartz 118,214
Réel (générateur) 33
Réactance 215, 240
Réactive 113
Récepteur 5

(convention) 6
Représentation complexe 110

de Fresnel 105, 116
Réseau déphaseur 128
Résistance 8

dentrée 87, 190

de sortie 87, 191

interne 35, 70, 78
Résistor 7
Résonance 114, 126, 214
Sauty 119
Schering 119
Sélectivité 244, 250
Série 22,24
Signes (conventions de) 6
Sinusoidal 91
Sortie (résistance) 87, 191
Source contrdlée 11, 62

de courant 10

de tension 9

réelle 33
Superposition 61, 86

Surtension 248
Susceptance 213

Travail 2
Tension (calcul de) 12

(diviseur de) 29, 40, 72

(source de) 9
Théoreme de Kennely 78, 90

Millman 77, 90
~——— Norton 66, 86, 111

superposition 61, 86

Thévenin 64, 86, 111
Thévenin (générateur de) 69

(théoréme de) 64,86, 111
Transfert (fonction de) 114, 125
Transformation de générateurs 33
Treillis 127
Triangle 78, 90
Trigonométrique (forme) 96
V. A. 112
Valeurs efficaces 92
V.A.R. 113
Vecteur de Fresnel 94
Volt 3
Wheastone 41, 82,90
Wien 126





